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Kapitel 1

Teilchen, Tellchenzustande

1.1 Poincaré-Transformationen

Die Invarianz unter Poincaré-Transformationen ist einendlegende raum-zeitliche Symmetrie, welche
zusatzlich zunormalenLorentz-Transformation noch die raum-zeitlichen Tratisteen und Spiegelungen
beinhaltet.

Die Poincaré-Transformationen bilden ebenso wie die Uar@ransformationen eine Gruppe (die
Poincaré-Gruppe).

Im Verlauf dieser Vorlesung wird = /h = 1 gesetzt und die ubliche Notation fur Tensoren im Min-
kowskiraum benutzt, d.h. ein sogleltpunkthat folgende Darstellung

(t,%) = (%) = (),
wobei diex* die kontravarianten Komponenten eines Vierervektors.sind
Sofern griechische Buchstaben auftreten, nehmen diestatie
WV, KA, ... €{0,1,2 3},
wéahrend normale lateinische Buchstaben nur die raumligéimeile durchlaufen, d.h.
ij,kl,...e{1,23}.
Der Viererimpuls wird aus dem raumlichen Impuls und der Bigegines Teilchens zusammengesetzt
(M) = (" p) = (E. )
Der metrische Tensor (Ublicherweise: kurz Metrik) habgdolde Gestalt

1 O 0 0

o -1 0 o
(gHV)_ 0 0 -1 0
0O 0 0 -1

Damit erhéalt man aus der Kontraktion der Metrik mit den kawmarianten Komponenten eines Vektors
dessen kovariante Komponenten, welche sich allerdingsmuwinen Faktof—1) in dem ramlichen Anteil
unterscheiden

3
Xg = gwX' =y gt
v HZOW

Das Summenzeichen lafit man ublicherweise weg (EinstedrSeimnmenkonvention).
Das Skalarprodukt zweier 4-Vektoren kann man nun so sameib

Xy =Xy
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und das Langenquadrat ergibt sich aus dem Skalarprodudg ®&ktors mit sich selbst.
Die Ableitungsoperatoren lassen sich ebenfalls als \Wekdoren schreiben

= 2. w9 _gwa. o_ga-2 4
T o Tox 9 %w T e S

1.1.1 Poincaré-Transformationen
Die Poincaré-Transf. setzen sich, wie bereits erwahntdans

e raumzeitlichen Translationen

XM = x* X, a: konst. Vektor

e und den homogenen Lorentz-Transformationen zusammen
A Xp= A4 XY,
wobeiAtv eine 4x 4-Matrix ist, welche durch folgende Bedingungen definisirt i
G\ o\’ 6 = Gpo,

woraus durch Determinantenbildung sofort et +1 folgt und (nach kurzer Rechnung), dal3 das
vierdimensionale Volumenelemterfbdnvariant bleibt.
Die Poincaré-Transformationen haben also folgende Gestal

XM= AR X 4 ak, det\ = +1.

1.1.2 Poincaré-Gruppe

Die Poincaré-Transformationen bilden eine zehnparage(8 Drehungen, 3 Boosts, 4 Translationicie}
Gruppe so dal sich die infinitesimale Transformation wie folgelnin den Parametern ausdriicken laf3t

— 180" — i8¢ K| — i8a"P, + O(50? &¢?, &a?),

wobei died{©, @, a} die infinitesimalen Parameter der Drehungen, Boosts unaslatonen sind.
Die Jx=4-Drehungenk;=Boosts und?,=Impuls bezeichnet man als diéeneratorerder Gruppe.

Die Js und dieK, lassen sich als & 4-Matrizen darstellen unter denen folgende Vertauschegeg
(VR) gelten, wenn man homogene Lorentz-Transformatidia#n= 0) betrachtet

[J1,X] = 33 zyklisch
. K1, Ko = —iJ3 zyklisch (1.1)
[Jl, Kg} = iK3 ZYk”SCh )
[J,K] = 0 (1=1,2,3)
Diese Gleichungem (11.1) stellen die-Algebrader homogenen Lorentz-Gruppe dar.
Eine kompaktere Schreibweise der Gleichungen (1.1) emtift mittels des Tensors
Ju\} - —\Ju\;,
der wie folgt aus sechs unabhangige Komponenten besteht
J=K 1=123 (1.2)
o =3 dhidi = Js, Jos =i, Jar = o (1.3)

Mittels diesem Tensor kann man nun die Gleichun@ed (1.Etzes

[Juw Jpc] = i(gchvp + Gvpdve — Gupdvo — gchup) (1.4)
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Man kann die Generatordfy und Jx der homogenen Lorentz-Gruppe auch mittels Differentiataforen
darstellen (Ubung)

xXt=x, X¥=y xX=z (1.5)
1 0 0 .
— k=7 (xa/ — ya—x> und zyklisch (1.6)

was ,formal* dem Bahndrehimpuls entspricht und

Klzi(t:X+xgt>, Kzzi<taay+y§t>, K3=i<tgz+z§t>. (1.7)
Die durch die Gleichunger (1.6) und (1L.7) definierten Omeeat erfullen ebenfalls die Algebra (1.1),
womit diese auclohneMatrizendarstellung erfiillt ware (ja und?)
Anmerkung Man kann den in (1]3) definierten Tensor auch aufteilen in

Jw = L + S,

wobeil,, Differentialoperatoren sind urfg, eine Matrix.
Betrachtet man zusatzlich noch die Translationen, erhaft mit

. .0
Po=id,=i—
b= 1= o
zusatzliche Vertauschungsrelationen
[PIJ’ Pv] == 07 [Pp,\]pg} - |(guppo‘.gugpp> 8 (1.8)

Nimmt man die Gleichungeh (1.4) und obige {1.8) zusammehasonan die komplette Lie-Algebra der
Poincaré-Gruppe, welche (wie — &hem — zum Teil gesehen)himajig von der gewahlten Darstellung
ist.

1.1.3 Invariante Operatoren

Unter Poincaré-Transformationen invariante Operatoréasen mit den Generatordg und B, kommu-
tieren, daher

P2 =R,P*mit [P>,P] =0, [P%Ju] =0 (1.9)
WH = %e““""\]\,pPcr Pauli-Lubanski-Operator (1.10)
— [WZR] =0, [W?J,] =0 (1.11)

Weitere invariante Operatoren gibt es nicht.
Die physikalische Bedeutung vé? ~ n¥ ist klar, wahrend der vow? noch nachgegenagen werden muR.

1.2 Teilchenzustande

Ein freies Teilchen kann man als Eigenzust$p)ddes Impulsoperato®, beschreiben

Rulp) = mu[p),  P*p) = p'[p).
Fir Teilchen der Massm gilt die Massenschalen-Bedingung

pup* = p* = (p°)* — P~

Esist nun\ p> € Hilbertraum3{. Dann ist auch der poincaré-transformierte Velmﬁb eH

p 2% g —Ap, pP=Atvpt  — |p) = |Ap) e K
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Die Transformatior|p) — |Ap) kann manim Hilbertraum mittels eines unitaren Operatbré\, a) be-
schreiben

(Na):  |p)y —U(Aa)|p) =|A a).

Der Zustandsraum entspricht also den Darstellungen dec®a-Gruppe .

Die Darstellungen einer Grupiig= {g} seien definiert durch eine Abbildung der Gruppenelemgnte
auf Operatoren (Matrizert) (g) eines Vektorrraums

g— U(g), sodal die algebraische Struktur erhalten bleibt:

g100 — U(g1)U(0)
| —1

g't—U(™
Betrachtet man nun die infinitesimale Transformation (egaziell die Poincaré-Transformation)
XM= (&, + )X’ + ¥,

wobei sowohl das* als auch das 6-parametrig’ = —w"* infinitesimal sind, so erhalt man als ,,infini-
tesimalen” Operator

U(we) =1— IEWWJW —igHp,,
womit nunJ,, undP, Operatoren (Observablen) &k, dem1-Teilchen-Raursind.

In dieser Schreibweise werden nun nochmals die unter P@iflzansf. invarianten Operator®i undw*
betrachtet

e Invarianz des Quadrat des Impulsoperators unter P.Tr.
P?|p) = P*Ry[p) = p'pu[p) = P?|P)-
Poincaré-Transf.: U(A, a)|p) := |Ap)
PY[Ap) = (Ap)*[Ap)
— P*R|AP) = (Ap)?|AP) = P*|Ap)

Man sieht, dafp? ein unter Poincaré-Transformationen invariante Eigetwar P? = PHP, ist. Fur
ein Teilchen der Mass® gilt p> = n?, so daR im 1-Teilchenraum folgende RelationPérentsteht

— 1-Teilchenraum: .

e Der Pauli-Lubanski-Operatd¥* ist invariant unter Poincaré-Transformationen ins Rubtsy:

1 . uhesystem A l
WH = ZevP0,0R; it Py M (M 0)  — W, = e m
— W0 = 0; W = %m glko Jik
—_gilk
— W =mlhs=m}; W =mh=m}p W = mJz = mE.

Im Ruhesystem entspricht der Pauli-Lubanski-Operatar @s auf einen Faktam) dem Drehim-
pulsoperator. Und damit

goee

— W2 = W2 = A% mitJZ=9S+1)- 1, S:O,%,lé
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1.2.1 Irreduzible Darstellung

Wenn eine Darstellung einer Gruppe irreduzibel ist, he#f$, dia3 es keinen invarianten Unterraum mehr
gibt. (Unterraum bedeutet, dal jeder Zustand aus eineenf@&tferenzzustand durch Gruppenoperationen
erreicht werden kann).

Eine irreduzible Darstellung der Poincaré-Gruppe ist egalurch die irreduziblen Darstellungen der
J zu festens und den irreduziblen Darstellungén zu festenm. D.h., durchm, swerden die irreduziblen
Darstellungen der Poincaré-Gruppe festgelegt

m,sfest: P?=m?-1, W?= -—nfs(s+1)-1
— alle irred. Darstellungen d. Poincaré-Gruppe

Allgemein besagt dies d&chursche Lemma

Fur eine Gruppe mit Erzeugend&pund Operatoreli(Ty, . . ., Ty), welche Polynome in def sein
mussen, wobei der Kommutator

[C,Ta=0, a=1...,N
zwischen diese@asimir-Operatorerfmit Eigenwerter\;) und den Erzeugendé verschwinde, gilt
C=A-1
in den irreduziblen Darstellungen der Gruppe, die wiedenumdurch die Angabe deg festgelegt sind.
Somit sind also die Operator@3 undW? die Casimir-Operatoren der Poincaré-Gruppe (bei festegh

Zurick zu den Teilchen: Sen die physikalische Masse des Teilchens wdker Spin (das Teilchen
befinde sich im Ruhesystem), dann ist das Teilchen durch digae vor(m, s) festgelegt.

Ein Teilchen ist also gegeben durch eine irreduzible DHusig der Poincaré
Gruppe (inkl. Spiegelungen) zu festém, s)

Der Darstellungsraum ist also der 1-Teilchenzustandsraumelchem die Zustande durch einen Zu-
standsvektor

2541
—_—
Ims,p,0), mitc  =-s-s+1,...,s kurz:|p,0), (1.12)

wobeio die Spinprojektion auf eine feste Achse darstellt. Wahlhrals diese feste Achse die Impulsrich-
tung p, dann bezeichnet manalsHelizitat

Der Zustand(1.12) ist bezlglich seiner raumzeitlichereEgghaften vollstandig. Es kdnnen evtl. noch
weitere Quantenzahlen auftreten, z.B. Ladung, Isospim,, wgelche jedoch sognnere Quantenzahlen
sind, also nicht mehr raumzeitliche Eigenschaften aufveis

Obige Zustande seien wie folgt normiert (Invariante ,Narrang")

(p'd’|po) = 2p°*(B— ) - Boor, (1.13)

wobeip® = /P2 + n? und die Quantenzal € kontinuierlichem Spektrum.
Diese Normierung ist invariant, da

d3
[ dpae? - ) o) = [ SRe) (1 =V ).
Die linke Seite besteht aus invarianten Produkten, d.B.relthte ist ebenfalls invariant, was wiederum
bedeutet, daR%pb/2p° ein invariantes MaR ist. Integriert man nun das ,Ergebnist Normierung aus
(L.13) Uiber dieses MaR, so erhalt man eine 1.

d®p

Z_po : 29053@5— p)=1
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Ein eigentlich normierbarer Zustansollte wie folgt auf 1 normierbar sein (was wohl eigenticlaleer
ware)

3
9) = [ S0(P)p).  wobeid(p) = ¢'(f = Ap) ein Skalr

Hier wird jedoch auf die Delta-Funktion normiert, da danpgter* die Rechnungen einfacher werden
(haha!).

1.2.2 n-Teilchenzustande

Die Produktbasis eines Produktraunié$) sei gegeben durch die Produktzustande
|P101)|P202) ... |[pnon)  Basis vorti(".

Bei gleichartigen Teilchen ist dieser Produktzustand sgtnisth 6 = 0,1, 2, .. .), bei ungleichartigen
antisymmetrischg= 3, 3,...).

Der O-Teilchenraum wird aufgespannt von dem Vaky0mit der Normierung(0|0) = 1.

Der Raum aller Teilchen, der also aufgespannt wird vom Vakuad allem-Teilchenzustéanden wird
alsFock-Raunbezeichnet

H=HO+ 5 H". (1.14)
n

Es ist zu beachten, daR Teilchen mit der Masse 0 gesondeathtt werden miissen, denn flir Masse
m # 0 kann man eine Transformation ins Ruhesystem durchfilsemal? der 4-Vektop = (m, 6)
invariant unter dreidimensionalen Drehungen ist.

Bei masselosen Teilchen ist dies nicht moglich, man wahltdgssen den Viererimpulsso, dalR
dessen zeitlicher Anteil dem rdumlichenziRichtung entspricht (,Photon* lauft Iangs deAchse)

k= (k,0,0,k) — k* =0.

Dieser Viererimpuls ist invariant unter Drehungen umalfchse (d.h., dal3 in diesem Fall dikeine Grup-

pe anstelle der dreidim. Drehgruppe kommt). Die irreduzibEarstellungen sind (da abelsche Gruppe)
eindimensional, woraus folgt, daf3 die Helizithoder bei Spiegelungen auelo) zwei Werte annehmen
kann, d.h. es gibt zwei Helizitatszustande, welche den arRaltionzustanden (klass.) entsprechen.
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Klassische Felder

2.1 Lagrange-Formalismus

In der Punktmechanik sing, g, i = 1,...,n die dynamischen Variablen eines System mit folgender
Lagrange-Funktion

L=1L(q.9)
und damit folgender Wirkung

t2
S= | dtL(av),q(t) = Sd.
Variiert man die Wirkung wie Ublich (geméaf3 dem HamiltonsoHerinzip), erhéalt man die Euler-Lagrange-
schen Bewegungsgleichungen
Ok — Ok + 80k Gk = G+ 00 it 8¢ |2 = 0

8S=Sq+8¢) — Sg) =0 (Hamiltonsches Prinzip)

t n
oo [fa Zesqk{aL d aL}

t1 k=1 TQk - &ai(qk
oL doaL
bel. —|o— — o =0
6qk aqk ok aqk k=1,....,n

In der Feldtheorie werden nun anstelle von ,punktférmigamiadblen” die Felder als dynamische Varia-
blen betrachtet

Ok — @(X 1) = @(x), Gk — Ou@(X).

Die Lagrangefunktioh. wird als Integral Uber eineagrange-Dichtel dargestellt, welche von nun an das
betrachtete physikalische System beschreibt.

L= / XL (@, 0,0) = L(t).

Die Wirkung ergibt sich wie gehabt aus

S— /dt L— /d“xL((p, 3,0) = Sgl.

Aus einer invarianten Lagrangedichte folgt somit eine iimrete Wirkung, woraus sich invariante Bewe-
gungsgleichungen ergeben. Man variiert wie oben die dysemen Variablen, also die Felder

@ — @+ 3p, 0,9 — 0,9+ 0,00 mitJJan dp=0
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und wendet das Hamiltonscher Prinzip an
0S= S+ &9 — J¢| = 0.
Im allgemeineren Fall der mehrkomponentigen Feldef istne Funktion dieser Felder

QLo Gy Ou@r, ..., 000
4’5:L((Pla---a(Pmap(Pla---aau(Pn)

Fuihrt man die Variation nun aus, ergeben sich die Bewegurays-Feldgleichungen:

L ] L L
5S— /d“ {—5 T }p /d“ 5 {——ai}:o
(u<ﬂ< zl % oa ~ a0.00
L oL
bel. |9, %% 9~ _
o "o0,00) 0.

2.1.1 Kanonischer Feldimpuls

Klassisch ist der kanonische Impuls bei gegebener Lagfankgon L(q, ) wie folgt gegeben

oL

00k

In der Feldtheorie ist der kanonische Feldimgt|sanalog definiert (Unterschied: Statt Lagrangefunktion
wird die Lagrangedichte verwendet).

L=L(Qn. ., Gh,0u@r,...,0u0h) Mk(X) := 0(3:3;%’ (0p = 0/0).

Pk =

2.1.2 Hamiltonfunktion

In der Mechanik ist die Hamiltonfunktion folgendermalefirdert

H= Z PO — L
Entsprechend definiert man in der Feldtheorie ein Hamibahte J(:
n
500 = 3= 3 MO g
& ot

Aus der Hamilton-Dichte erhalt man wie bei der Lagrangekialie Hamiltonfunktion via Integration
H = / Px K.

Da die Hamilton-DichteH nicht invariant unter Poincaré-Transformationen istdvitir gegeniiber jedoch
die Lagrange-Dichte in der Feldtheorie bevorzugt.

2.2 Symmetrien, Strome, Noethertheorem

Gegeben sei eine Lagrange-Diclitap, . . ., ¢, 0,1, . - ., 0u@h). Weiterhin eine Lie-Grupp€ mit N kon-
tinuierlichen Parametem, . .., ay € R unter der sich die Felder wie folgt transformieren

(] (0} @
: — D(ag,...,0n) | - = :
(] NxN-Matrix n 0N
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wobei dieN x N-Matrix D die infinitesimale Transformation darstellt
N
D(er,....e) =1+ igaTa + O (€7) .
a=1

Dabei sind die Generatoren der GruppeN x N-Matrizen. Die transformierten Felder nehmen somit
folgende Form an

N

@ =+i Zea(Ta)km- (2.1)

a=

Sei nunL invariant untelG, d.h.

L(e) = L(¢),

dann gilt dasNoethertheorem

SeiL invariant unter eineN-parametrigen Lie-Grupp®. Dann gilt, daiN Stromejd, (a=1,...,N)
existieren mit der Eigenschaft, daR sie ,erhalten” sind:

#i3=0 (a=1,...,N).

Zum Beweis betrachte man ,nach* einer infinitesimalen Tiemsation
L =L(¢) —L() =0
N {GL oL

=2 aé““m'm“”}

Setzt man nun aldqy die Differenz aud (2]1) ein und benutzt die Feldgleichuneenalt man

oL I
=S £ i i T2 bL0
A “{% e ‘“}

beliebig

——jna

oL
Yo T3 mit[a,)*e = 0] 2.2
L R “o

Aus dem Noethertheorem folgt also, daff\esrhaltene Stréem gibt und sorterhaltene Ladungen
jpp (@=1m...,N), mitdyj**=0

— QA= /d3x j%3(%, 1) mitdd—tQa =0

2.3 Spezielle Felder (freie Felder)

Wenn ein freies Feld vorliegt, bedeutet das, daRR die Featdglagen linear sind. Demzufolge muf3 die
Lagrange-Dichte bilinear in den Feldepaund deren Ableitunged, ¢ sein.

2.3.1 Skalarfelder

Skalare Felder sind Felder, die unter einer Poincaré-Toemation in sich selbst Gibergehen

X =Ax+a — [ FX) =9(x) = o(x(X)) |

Betrachtet wird nun zuerst eine neutrales (reelles) unellemplexes (geladenes) Skalarfeld
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e neutrales Skalarfeld , d.lpf = @

¢ oo - T¢ @3)

—| (O+m)p=0 (O = 0,0"). (2.4)

Die sich ergebende Feldgleichung ist also die Klein-Gor@deichung, welche durch einen Ansatz
mit ebenen Wellen (und dann Uberlagern als Fourierdausig)lgelost wird

@~ e P mit pg = ++/p? + .
Jetzt: Fourierdarstellung der allgemeinen Losung

1 d®p _ . -
o(x) = W 2p0 { e P +a'(p) 'e+'px}7

wobeia(p) eine invariante Amplitudenfunktion sein soll.
e komplexes (geladenes) Skalarfeld Feld, dgh.24 @, @ = 0@, ¢, = 0@

L= L(@) + £(@) = (0,0")(0"9) — nP@’ o= L(9, ¢, 0,0, M¢)
—|(O+m)e=0 (O+m)g =0| (2.5)

Man erhélt also wieder Klein-Gordon-Gleichungen, die wiem mit ebenen Wellen und Fourieran-
satz geldst werden

1 d®p

—s @(X) = 2957 | 2 {a(p) - e ™ +b*(p) - €™} .

Die Lagrange-Dichtel hat eine kontinuiuerliche Symmetrie bezuglich der korigrlichen Gruppe
U (1) mit einem Parameter (globale Phasentransformation)

@— €%, ¢ — e, aecRbel
GemaR dem Noethertheorem folgt daraus, daR ein erhaltaoen § existiert (s.[(2.2)).
Betrachtet man die inifinitesimale Transformation

o=@ =Q1+ie)p ¢ — ¢ = (1+ie)y,
so erhalt man als Strom

j*=i(¢ oo — @ty’)

und als (erhaltene) Ladung

Q= /d3x °(x), mit%Q )

Betrachtet man nun wieder die Lagrange-Dichtestellt man fest, daf3 diese invariant unter Transfor-
mationenp — ¢ ist, die Ladung jedoch dabei ein entgegengesetztes Vbiaeisekomm@Q — —Q.

Demnach sind die beiden Feldgund ¢* zwei innere Freiheitsgrade, welche Teilsysteme mit entge-
gengesetzten Ladunge beschreiben.

Es stellt sich heraus, dal3 (bei vorhandener elektromagheti Wechselwirkung) der StrofH dem
e.m. Strom entspricht
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2.3.2 \ektorfelder
Ein VektorfeldA* transformiert sich unter einer Poincaré-Transformakios Ax + a wie folgt
AY(X) = A* LAY (X).

Aus der kovarianten Formulierung der klassischen Eleknadhik ist z.B. das Vektorpotentiat = (A° =
@, A) bekannt. Unter Verwendung des Feldstérke-Tensors

FW = gHAY — v AH
und der ,ublichen” Lagrange-Dichte

1
L= fZFWF”" = L("A) (2.6)

erhalt man folgende Bewegungsgleichungen (,Maxwell-&iangen*)
0 (O"AY —0"AY) =0 < (g0 —0,0))A” =0,
welche (quantisiert) eine = 0-Teilchen (z.B. ein Photon) beschreiben.
Fir massive Felder kommt zur Lagrange-Dichtel(2.6) nocliMzisse-Term hinzu

1
4
In den Bewegungsgleichungen kommt ebenfalls ein MassternuhMan erhalt die

2
L=—ZF,FW 4 M7AVA", M + 0. 2.7)

(gw(O+M?) —0,0,))A” = 0| Proca-Gleichung (2.8)

Als Folgerung ergibt sich (durch Kontraktion der obigeni€ieing mito¥)
— A" =0 furM #0. (2.9)

D.h. die Mdglichkeit der Lorentz-Eichung besteht nun niotghr, sie ist vielmehr von vorneherein als
Bedingung vorhanden.

Als Ldsung der Proca-Gleichung wird eine ebene Welle arigese
A'(x) =¢e'(k) - e k2 =M? k-£=0. (2.10)

(Der allgemeine Falle ergibt sich durch Fourier-Entwicidunach diesen ebenen Wellen). Dabetigk)
ein raumartiger Polarisationsvektor, dessen Transvtisal k sich aus der Fouriertransformation der
Bedingung[(2.B) ergibt. Aus (2.1.0) folgt, dal? drei unabhgedPolarisationsvektoregf (A\),A = 1,2, 3
existieren. Gibt man sich nun folgendes vor

e2=-1,¢'(\) =(0,E\)), A=1,2,

so ergibt sich mit diesen ,Definitionen*”
) K K K
€-k=0, E§EN=1fA=12 ¥1)-52)=0, €@ = ‘—;—T .
™) (1)-£@) ®) (MM|k|>
FirM = 0 erhalt man aus der Proca-Gleichung wieder die optionaleritp-Eichung und staft (2.1.0)
A'(x) = A (K)e™  mit KPAH(K) — K*KA, = 0. (2.11)

(2.113) gilt, wie man durch Einsetzen [n (R.8) feststellenrkeDer allgemeinste Ansatz fir obigh§k) er-
gibt sich aus der Linearkombination vierer Vektoren (deidée Polarisationsverktoren und zwei weiteren,
um die Basis im Minkowski-Raum zu vervollstandigen):

A'(K) =5 e Nay +PBr' + k',
A=T2
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mit a, B, a;, a; € C, also Zahlen. Der Vektart* wird wie folgt konstruiert
(") = (K, —Kk), r-k=0.

Setzt man dies in (2.11) ein, erhalt man
(r-kKkB=0-—B=0— a,ybel.

Demnach ist alsé*(k) ~ k" immer eine L&sung, die aber unphysikalisch ist, da durchtEansformation
reduzierbar:

Eichtransformatiom\,(x) — Au(X) + 0,¢(X)
Fourier-TransfA, (k) — Au(k) + k.@(k)
Man kann also einen beliebigen ktiproportionalen Term addieren (also awg&H).
Somit folgt letztlich, daf3 nur zwei physikalische Polatisasvektorerg*(A) A = 1, 2 Ubrigbleiben.

2.3.3 Dirac-Felder
W1(x)

Gegeben sei ein 4-komponentiger Dirac-Spigyex) = <
Wa(x)

) , welcher die Dirac-Gleichung

(i, — m(x) = 0
erfullt. Weiterhin seien die Dirac-Matrizen (bzwMatrizen)y", u = 0, 1, 2, 3 gegeben mit
(V.V} =Y + ¥y =297 (2.12)
Dabei bezeichnefy", ¥’} denAntikommutatorDesweiteren sei eine Matrig wie folgt definiert
¥s = iYVVPY
welche die Gleichung
{¥.ys} =0 f.u=0123
erfullt.In der Standard-Darstellung (Dirac-Darstellyihgben die-Matrizen folgende Form

P=(o Dov=(5 §)w=( o)

wobeil die Einheitsmatrix-Matrix in zwei Dimensionen ist uog die Pauli-Matrizelll. Den adjungierten
Spinor zuy erhalt man aus

U=y = (Y1, ¥, —w5, —u).
P ist so definert, dal das Produfp ein Skalar ist. Setzt man folgende Lagrange-Dichte voraus

L= —mp ="y Ty (i(¥) — mdap) g (2.13)
= £(¢G7wu7auwd) (214)
erhalt man als Feldgleichung die Dirac-Gleichung (wenn mech differenziert)
oL

3T, =0— (iyuau—m)l.IJ:O.

Durch Adungieren und Multiplikation mig unter anschlieRender Benutzung ion (2.12) oder einfaathdur
~Ableiten“ der Lagrange-Dichte naah, erhalt man diedjungierte Dirac-Gleichung

P, +m) =0}

ae @ Yot et )
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Verhalten unter Lorentz-Transformationen

X =AX: Px) — W(X) = SINP(X(X)),
mit der (4 x 4)-Matrix

SA) = e (/2W'S  nf — 1 'Ew“vam

wobeiw,, = —w,, sechs Komponenten enthélt, die die Lorentz-Transformat&finieren (d.h., die infi-
nitesimalen Parameter der Gruppe) und

Sw = L'—l[vv,yv} . SloySY =7 St
Es gilt

SHAWSIA) = A |

(d.h., die Spinor-Matrizey* transformieren sich wie ein 4-Vektor), woraus sich dannldiarianz der
Lagrange-Dichte ergibt

—P(iy'o, — MY = T(S WSy, — my = P(IA* Vo), — m)y = T(iy'd, — m)y.

Die Invarianten (Kovarianten), die man sich konstruieranrk lauten folgendermaf3en

Ty : Skalar Ty : Vektor
Qo : Tensor 2. Stufe mio = |_2 V¥

Weiterhin istys eine Pseudoskalar, welcher bei (Raum)-Spiegelungen einddeichen bekommt und
Py'ysY ein Pseudovektor.

Somit hat man mit
/\7 Vu» O—W7 Ys, VHVS
16 unabhangigé4 x 4)-Matrizen.

Die Lagrange-Dichte weist wieder eine kontinuierliche Syetrie unter globalen Phasentransforma-
tionen (Grupp&J (1)) auf

Y-y, P—-ely, acR

woraus sich wie gehabt gemaR dem Noethertheorem (k. (thZdaltener Strom ergibt (Die Erzeugenden
der globalen U(1) sind dab&iOperatoren).

—[F=wi} -0

Dabei handelt es sich um den elektromagnetischen Strom.

Lésungen der Dirac-Gleichung
Man erhalt zwei unabhéangige Losungen der Dirac-Gleichung

1. Y(x) = e ™. u(p), p° = /P + M’ setzt man dies in die Dirac-Gleichung ein, erh&lt man
— (p—mju(p) = 0 — 2 lin. unabh. Lsgu;(p), r = 1,2

)

Dabei bedeutet

pi=Wp, allg.: .
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2. Y(x) = ePy(p), p° = /P2 + m Einsetzen liefert

— (p+m)v(p) = 0 — 2 unabh. Lsg;(p), r=1,2

Sofern die Normierung der Funktionen(p) und v, (p) geeignet gewahlt wurde, ergeben sich folgende
Eigenschaften (Ubung)

Ur(p)Ur/(p) = 6”/ . 2m \_/r(p>Vr/(p) == 6”/ . 2m av=VvVu= 0
ZVVV' =p-m ZU'U’ =p+m (2.15)
r r

U (P)ur(p) =V (P)Vir (p) = & - 2p°

Die allgemeine Lésung der Dirac-Gleichung erhalt man alsriéo-Entwicklung

1 [dp 2 | |
000 = gz [ o 3 (o PP+ 0P (pre | @2.16)
Ladungskonjugation:

Betrachtet wird die Symmetrie der Lagrange-Dichtelie unter der Transformation
C: y—y¢=cCy', C=iyy’wahlbar
invariant bleibt. Daraus ergibt sich

—Cu' =y, Ccv' =u.



Kapitel 3

Quantisierte freie Felder

Die Quantisierung von Felder lauft darauf hinaus, dafl} ansktiessischen Feldern Operatoren auf dem
Fock-Raum mit kanonischen Vertauschungsrelationen weffolav. im Falle des Dirac-Feldes Anti-Ver-
tauschungsregeln ).

In der ,klassischen Quantenmechanik gelten die Vertausgbregeln zwischen den Orts- und Impuls-
operatoren, welche im Heisenberg-Bild zusétzlich zeiaighg sind Q; = Q| (t); R = R (t)).

Q,QJ=[R,RA]=0, [Q,R]=idk.

3.1 Skalarfelder
3.1.1 relle Felder

Relle Felder bedeutet hiep.= ¢". Die Lagrange-Dichte wird aus dem klassischen Gibernommen

L= 20000 - T

2
der kanonische Impuls berechnet sich nach
oL
MN=-—— =dp="n(Kx.
a0 00

Die Quantisierung besteht nun darin, die Felder in Opeeatau Uiberflihren

@(x) — Operatorp(x) = (X, t), ¢* = @
M(x) — Operatof(x) = N(X,t), N =1T.

Man postuliert nun die kanonischen Vertauschungsregedlogrmlen klassischen
[O(%1), X, 1)] = [N 1), NE, )] =0  [eXt),NE )] =i 8FEx-X). (3.1)
Die Feldgleichunger (21.4) gehen lber in Operator-Difféadgieichungen
(O+n)p=0,
woraus folgt, dafp(x) nach ebenen Welleg"'P* entwickelbar ist mit Operatorem a* als Koeffizienten:
1 &
(2m)3/2 | 2p°
1

3 i .
M(x) = W/g—;))(—ipoa(pye"p“r ip%a®(p) - €). (3.3)

o(x) (a(p) - e ™ +a'(p) - &P, (3.2)
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Man sieht leicht, da® = @* gilt.
Mit dieseng bzw. I sind die kanonischen Vertauschungsregeln erfillt, welgefale Bedingung an
die Koeffizientera, at erfillt ist

[a(p), a(p)] = [a" (p),a" (p)] = 0

[a(p),a*(p)] = 2p° - &*(P— )

) (3.4)

welche aquivalent zu den VR vapund I sind. Fir festeg entsprechen diese Definitionen denen des
harmonischen Oszillators.

Hamilton-Operator

H = [ dxac= [dxmn-Po-2) - %/d&((z—‘t")zﬂicp)zwﬁpz)

@) 1 d3p 0 N N 7 dSp of s 1

2 5P P (Palp) +a(pra’ () = [ 520°(a (Palp) + 5 ).
Es folgt ein kleiner Einschub, wobei der Energie-Impulsi§@ betrachtet wird. Gegeben sei eine La-
grange-Dichte

L(9,0,9)
fur eine reelles Skalarfeld. Dann erhalt man den EnergigulsaTensor via
oL
™ .= "g— gV - L.
0(0,®)

Man erhalt (durch Differentiation und Benutzung der Fediltiiung) folgende Erhaltungseigenschaft

4 o)
Daraus folgt mit
\
p":/d3xT°" Hddtl -0
Aus der Nullkomponente erhalt man
p° = /d3xT°°: /d3x9{ =H
p = [ 1% = [@*xnae— - [ dxn o

Der Impulsoperator ist also
5 3y 7] 1rd% +
p=— [ @xnlio= [ 508" (Palp) + a(pa’(p).

Aquivalenz zum HO der Quantenmechanik

Die dreidimensionalen Integrale werden zu Summationen\Vitdlamenelemente, die Delta-Funktionen zu
Kronecker-Deltas, man geht also tiber zu einem endlichesmveh, woraus sich letzlich diskrete Zusténde
ergeben

1

3 3 / -
/d P— 3 ovy E(B-) — By 5
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uUnd somit
1

a ag - —, Wy = + m?

(p) — ap N b P
VR — [aﬁ,ary [ap,ary} [ap,ag} = 5pp/

H H% ap+apa ) (3.5)

=Y wslaiag+= (3.6)
=3 enlzana) = %

=N;

D.h., fir jedes fest@ hat man einen harmonischen Oszillator mit der Frequanz

1
Holng) = (s + 5 )oplng). mg=0.1,2,...
af|ng) = /np+1|ns+1)  ,Erzeuger
ag|np) = /Msns — 1), Vernichter*
speziell:aj|0) = [ng = 1); ag/0) =0

Ing) = ﬁ(a;)“ww-

Der Gesamt-Hamilton ergibt sich aus der Summe der Hamililenginzelnen (untereinander nicht wech-
selwirkenden) Teilsysteme

H= z Hp.
p
Die Eigenzusténde vod sind somit die Produktzustande
]npl,nm,...> = |_an> (37)
p

zu den EigenwerteR (ns + 2wg). Der Grundzustand ist der Produktzustand bestehend alisekioren
p

0) = [0)[0)[0)...

Analog geht man fir den Impuls vor und erhalt
P= Z(Np +5)m (3.8)
woraus folgt, daff(3]7) auch Eigenzustancﬁz'st und zwar zum Eigenwert

ﬁ’npﬂnﬁﬂ ‘e > = pl;”p> = Z nﬁ‘f’ ﬁ’npl,npl, .. >

Ware in [3.8) das A2 weg, so warg® + n¥ = o, die Quanten wiirden also die Massenschalenbedingung
fur freie Teilchen der Massm erfillen.

Der Zustandsraum ist der Fockraum fiir spinlose TeilchenlatiMassén. Sind die Zustande symmetrisch,
handelt es sich bei den Teilchen um Bosonen.

Vernichter bzw. Erzeuger wirken folgendermalen

a;|o) = [p) 1-Teilchenzust. zum Impulg, p? = n?
ap| ') = 3 |0),



26 Kapitel 3. Quantisierte freie Felder

d.h.aunda’ sind Vernichter und Erzeuger von Teilchen mit Impfls

In den bisherigen Uberlegungen tritt ein Problem auf. Undrzandelt es sich dabei um da&lin
den Summen, wodurch diese letztlich divergieren

H|0) :|O>%°~’ﬁ'%_’°°
plo) :ww%ﬁég»w

Dadurch werden die Energiéd|H |0) und Impuls-Vakuumserwartungswer(@{P|0) unphysikalisch und
aus diesem Grund subtrahiert.

p’=p" - (0[p"[0).

Formal geschieht dies durch dirmalordnungwelche eine (angeblich unschéne) Vorschrift ist, alle
Erzeuger stets links von den Vernichtern zu schreibenrdiltgs ist dabei zu beachten, dafl} man dies nicht
Jrgendwann“ tut, sondern dann, wenn es sinnvoll ist. Z8.6s nicht sinnvoll Normalordnung ih (3.6)
anzuwenden, weil dort das ,verhangnisvolle’2lbereits vorhanden ist, sondern schon davdrid (3.5)!

Die normalgeordneten Operatoren bekommen Ublicherwaisaneifaches Doppelpunkt-Symbol:

) Q(y):, ‘Np:, USW. (3.9

Geht man zum Kontinuum Uber, so ist

d®p
H_ [ 2 gt
P = [ P (palp)
a'(p)|o) = |p), a(p)|P) =2p°°(p - F)|0),
wobei der Faktor B° aus Normierungsgriinden steht, denn

(P|p) =2p° 3%(p—P) = (0]a(p)a’" (p)|0).

Ein andere Zugang zum Thema Quantisierung ist, dal man vakrdwon flr Teilchen der Massma
ausgeht una, a* als Erzeuger/Vernichter von Teilchen definiert und weitekanonische Vertauschungs-
regeln flra, a* fordert. Man erhalt auch

e . .
z—pﬁ (a(p) "™ +a' (p)e™),

dabei sind Kausalitat, Lokalitat, und kanon. VR fir die fealdrfillt.

QX t) ;=

3.1.2 Komplexes Skalarfeld

Das Quantenfeld wird nun durch einen Operaor @ ausgedriickt. Die Feldgleichungen (s GI.{2.5))
(O+nm)e=0

hatten die Lésung (durch Fourierentwicklung)

1 d*p

o(x) = W z—po(a(p)eiipx + b+(p)épx) a#b.

Und mitg, = O, @ = Og ergaben sich die kanonischen Impulse zu

N =g, j=12
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Der Hamilton-Operator ist
2
3 =Y N —L, H :/dSXJ{.
]; 09

Fordert man jetzt wieder kanonische Vertauschungsregelerhélt man als VR fia, b
[a,a] = [b,b] = [a*,a"] = [b",b"] =0Vp,p
[ab] = [ab"] =0, [a(p),a’(p)] =2p°° (P P)
[b(p), b* (P)] = 2p°8°(P— F).

Somit ergibt sich folgender Hamilton- bzw. Impuls-Op.

— [ L@ (pa(p) + b (pb(P)) -F°
=Ny (p) =N_(p)

3
P— [ GpBNP) + N (p)

Es handelt sich also um ein Quantenteilchen mit Imgilsuf der Massenschale, d.p? = n?. Es ist
zu beachten, daf? man wieder Normalordnung beachtet bzwntbprechenden Vakuumerwartungswerte
(0|PH|0) abzieht.

L ist wieder symmetrisch bzgU (1), demnach gibt es nach Noether {s.{2.2)) wieder einen erhalt
nen Strom und eine erhaltene Ladung (beachtmit reellen Skalarfelder igticht U(1)-invariant, da die
Transformationen komplex sind).

duj* =0, j*=i(¢"0*p— (0"¢" ) (Normalord.)

Die Teilchen zum Impulg* tragen zwei verschiedene Ladungen
a'(p)|0) = [+.p) b (P[0)=]|-.p)
Pl=,p)=p£.p) Q£ p) ==+ ),

d.h., die Teilchenzustande sind auch Ladungseigenziestanden Eigenwerte@ = +1. Man bezeichnet
konventionsgeman mit

|+,p)  Teilchenzustande
|-,p)  Anti-Teilchenzustéande

Die 1-Teilchenwellenfunktionen erhalt man durch Berecttnder 1-Teilchen-Vakuum-Amplitude:

(0]o(x)|+, p) = (an)s/ze‘px 7777777777 SR (3.10)
1 p
(= plo(]0) = (Zn)s/zelp 77777777 <

Bei den Grafiken handelt es sich um die Symbole, diepdiese(.‘Bﬂ'ﬂsilchen im Feynmangraphen haben,
der Pfeil gibt die Richtung des Ladungsflusses an.

3.2 Dirac-Feld

Die 1-Teilchenzustande lauten fur Teilchen der Ladendpzw. Anti-Teilchen der Ladung*™

e, po), le*, po),
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wobeio die Spinkomponenten bzgl. einer festen Richtung ist (n1BRichtung des Impulsgs — Heli-
zitat). Diese 1-Teilchenzustande werden wie folgt aus dakuMm erzeugt

le”,po) =c5(p)|0);  |e*, po) =d5(p)|0),
wobei
Co(p) = (ci(p)"  do(p) = (dg ()"
co(p)[e", P'0’) = 8o - 2p° - 3°F— '|0)
dG(p)‘e+a p/0J> = Qg0 2p0 : 63ﬁ — ﬁ/‘0>
Wegen des Pauli-Prinzips gehen die Kommutatoren in Antikatatoren tber, so daf3 gilt
{Ccr(p)a C(Jyrr(pl)} = 5crcr/2F3063(l_j -p)
{dc(p)a d;(pl)} = 500’2p063(ﬁ -f). (3.11)

Die restlichen (Anti-)Kommutatoren verschwinden. Obidei€hungen sind als Postulat zu verstehen. Mit
dem Pauli-Prinzip folgt, dal3 die Mehrteilchenzustande

¢5,(P1) - - - Co,(Pn)[0), usw.

total antisymmetrisch sind.

Dirac-Feld
Y(x) sei die Losung der Dirac-Gleichurigd — m)yy = 0

— Y(x) = ! P s (Co(P)Us(p)e "™ + dg (p)Vo(p)€™)
17 R EE Zpoc;opap 5 (P)Vo(P)EPY).

Den kanonischen Impulse erhalt man durch Ableiten der LragreDichte zu
oL
I_I = — = i = i +.
5= 3000) iPaVap = 10

Somit kann man die ,kanonischen Anti-VR" zwischen Feld umglls unter Benutzung derd-Algebra

(3.11) berechnen
{an(Y,t), nﬁ(x,t)} — i8%(% — X)8qp
N——

=iy

(Rest Null furt =t').

Energie-Impuls-Tensor

oL
™ =Y 0%, — g"L.
; a(au%) qJO( J

Via Noethertheorem oder direkt kann man berechnen, dal3rdggke-Impuls-Tensor erhalten ist.

9,T" =0
P /d3xT°" 4-Impuls (3.12)
PO — /d3xT°° _ /dsx 3 Mado — £ = /d3x9{ —H (3.13)
a

P [ xy i)y, (3.14)
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H laf3t sich unter Benutzung der Dirac-Gleichung als

R
Hf/dqu |ath

schreiben, womit man, wenn man die Felder einsetzt, folgeedhalt

/2p0 p)Cs(p) +dg (P)da(p)) P°-
=N; (p) =N (p)
/2p0 P)+N7o(p))P.

Damit ware gemaf (3.13) und (3114) der ImpulsoperBtobestimmt, welcher auf die Teilchenzustande
angewandt den Eigenwept produziert

PH|e*, po) = p!|e*, po).
Es gibt wieder einen erhaltenen Strgth= Py und damit eine erhaltene Ladu

Q= [ Zgzmwm—wm» QH]=0

Wendet man diese Ladungsoperator auf die Eigenzustéande arhalt man
Q|eia p0> = :F|eia p0>ﬂ
fur e~ gibts also (konventionsgemal) eiré als Eigenwert!

Drehimpuls

Die Drehimpulsoperator-Dichte ist gegegeben durch
M — iy (0 — x'0" %SN)UJ mit S = .y,

Durch ,direktes” Nachrechnen (oder via Noethertheoremdnit T(id — m)y) erhalt man, daR folgende
GroReMPH erhalten ist (Ubung)

woraus dann folgt, dal3
d
— /d3x MO* —: M™ erhalten = — d?MW =0.
Und mit
j':: (M23 M3l MlZ)

ist also der sp definierte Drehimpul®rhalten,

- 1. 1o - g 0
— 3 + = = —
J_/dqu <zxim+iz>¢, z_(o 6).
Somit ist {I H} = 0. Der Helizitats-Operator ergibt sich durch Projektiors @ehimpulses auf die Im-
pulsrichtung
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a) Teilchenzustande
Mit fi := P/|P| ist

K e
J ﬁ |e pG 3/2/ /2k0 2k/0

uy (k) (;Z ﬁ) uy (K) ¢ (k)ew (K)|e™, po)

2k08,,,33(P—K)|e~ ,kA)

A=in=1

— Zipo > U (p) <;i : ﬁ) Us(p)|e”, pA)

A

Fordert man nun, daR3 der Spinay(p) Eigenvektor der Helizitak - fi ist, welche die Eigenwerte

0 = +1 hat

(Z-Ti)us(p) = OUg(p) — 0 = £1, (3.15)
folgt

%\e po) pOZuo p)Ug (P ]e pA) = \e*,pcr>.

—6)\0 2p0

Somit ist also gezeigt, dd@*, po> Eigenzustand des Helizitats-Operators (unter obigenriggeah-
gen) ist.

Der Helizitats-Operator nimmt — kovariant geschriebenlgéiode Form an (Ubung)

i-£:y5s% mit(S‘):n%<

I

f=-1S-p=0. (3.16)
o)

Wegen der Dirac-Gleichunge — m)ug(p) = 0 Vo folgt %u = uund damit

1652 o (p) = S0,

was letztlich zu

_><z.

| o

‘ )uc<p> — VsSue(p)

o

fihrt.

b: Anti-Teilchen-Zustande
Wendet man den Helizitats-Operatr= J - il auf den Zustand mit ,reziproker Ladung® an, erhalt
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man

W|e*, po) = /d3x:L|,|+ (13 : ﬁ) :|e’, po)

/ /d3k d3k/ (k*k/)x
2n (2m)3/2 2ko 2k'°

-y vk < 3. ﬁ) v (K) :dh(K)dy, (k): |7, po)

AN
=—2k08,; 3% (k—P)|e* KA)
:%NVA/(p)
—_——
1 1.
=2p°3;y/
= ole’, po); O'::I:}.
’ 2

Fordert man nun wieder, daB (analog[zu (8.15)) folgendecBleig gilt
(7_2"ﬁ)V0(p):G'VG(p), G::l:la
und somit

(2.9 P s yisPu(p) = Sl

da gilt (p + m)vs(p) = 0 (Dirac-Gleichung). Somit

— -3 ’S‘ +(P) = YsSVo(P) G:j:l(:)Helizitat%f.ei.

Die Schreibweise fur die Spinoren der jeweiligen Helizhiat. des jeweiligen Spins hat sich wie
folgt ,eingeblirgert"

U = Ui% = Uy,

Projektoren
Der Operator

1
P = E(li Y59)

projezieren auf die Unterraume fliundv der Helizitati%

Piup = Uy Pivi =vy
:PiUJF =0 ij:VJF =0

Fiir|p| > m (also im sog. ,Hochenergie-Limes*) ist

P, — %(H:ys) fur die u-Spinoren
* I(1Fys)  fir diev-Spinoren
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1-Teilchen-Wellenfunktion

ist gegeben als Amplitude zwischen Vakuum und 1-Teilchstand

<0|llJ(x)|e*, p0> = u (p)efipx

(2m3/27° e
1 .
(& POW[0) = Vol Pl —

P
Bei den Bildchen handelt es sich wieder umd die graphischenb8le, die in den Feynman-Graphen
auftreten, der Pfeil gibt die Richtung des Ladungsflusses an

3.3 \Vektorfelder

Die Lagrange-Dichte ist gegeben durch{2.7)

1 m?
L= =R+ AN

Die zugehdorige Bewegungsgleichung ist die Proca-Gleigh@rd)
(—g™(30 + nP) 4 0"0")A, =0
mit ,A” = 0 flirm # 0.

Furm # 0hatA* wegen der Bedingung A" = 0 nur 3 (statt 4) unabhéangige Komponenten und beschreibt
ein Quantenfeld, welches ein Teilchen mit Spin 1 représentDie 1-Teilchenzustédnde erhalt man wie
gehabt aus dem Vakuum durch Anwendung der Erzeuger

[p.A) =&l (p)[0)
a(p)|pPN) =& (p— 1) - 2p°.

Dabei erfiillen diea, a™ die kanonischen Vertauschungsregeln
[an(p). &) (p)] = 2p°5 % (P - F),

die Ubrigen Kommutatoren sind Null.

Die Losung der Proca-Gleichung lautet via Fourier-Entiving

3 _ .
(2,-:[;3/2 STJE ;(ak(p)su()‘)eflpx + & (p)e(h) €M) (3.17)

mite(A) - p=0, gA)?=-L1

Al (x) =

Die linearen Polarisationzustande ergeben sich zu

e(j)=(0€); €. p=0; ()?=1 =12

£ x B = ‘% §(1)-£(2) = 0.
Die zirkularen Polarisationszustande lauten per defiméto
1
eh = (M) +igk2

Die zirkularen Polarisationszustande entsprechen deritd&H-1 (Ubung). Fehlt noch der longitudinale
Polarisationszustand

(3= o (I8l 8 5, ).
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der der Helizitat O entspricht.

Mit Hilfe der Polarisationszusténde kann man nun die Sotprisationssummberechnen (Ubung)

p'p’
efN)e'(N)* = —gV + i
A=123 m?
(A=%£1,0)

Energie-Impuls-Tensor
oL
L (TN
o))
oL

Unter Benutzung voriP = A erhalt man die Hamilton-Funktion und den rdumlichen Antksk
Impuls-Operator wie gehabt

H = [T = [dx(n%aa, - 1)
P~ [ dxT* = [ dx(Poay)

und somit den Impuls-Operat®# = (H, p) nach Einsetzen voA" aus [(3.17)

W [P "
—|P'= [ 55 2 a(Pappt)
P™ X

1-Teilchen-Wellenfunktion

erhalt man auch wie bisher aus der Teilchen-Vakuum-Anmqditu

1 .
OAMX)PA = ——— - e*(A) - e 'PX ANNNNNN/ AVAVAVAVAS

Fur den Fallm = Q ist die Lorentz-Eichung weiterhin optional, d A hat 4 ,freie“ Komponenten. Man
erhalt als Lésung nur zwei Polarisationszustande

eh(\)ePx, A = +1 (bzw.A = 1,2).

Dies sind die ,physikalischen” Polarisationsrichtungeghrend die tibriggebliebene longitudinadg ¢
p") eine lichtartige” Polarisation wére, was unphysikatisst.

1-Teilchenzustande

|pA) =a"(p)|0), mitA ==+1.
Aus (3.17) folgt dieStrahlungseichung
— 0-A=A"=0.

Man erhélt (wie im Fallen # 0) via Berechnung lber den Energie-Impuls-Tensor und iBgachtung
vonB := 0 x AundEX = —3%Ak =

H = [ & 1(E2 + B?)
P = [ d*(E x B)
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Polarisationssumme

kHrY + K'ur#

u v ¥ AW
ef(A)e'(N) g~ + K

A=T1
(A=12)

(mit (r¥) = (K, —R)) ist nicht kovariant, d.h., das Quantisierungsverfahren ist nur inggwahlten Iner-
tialsystemen mdoglich, was aber letztlich ohne grol3e plajisithe Sequenzen bleibt, da man mit Lorentz-
und Eichtransformationen die Kovarianz erzeugen kannkias man aber umgehen, indem man die sog.
Kovariante Quantisierung wahlt

Kovariante Quantisierung
Man addiert zu der Lagrange-Dichte einen Eichfixierungsvleder die Eichinvarianz, die letztlich fur

obige Probleme verantwortlich ist, zerstort

1
N 12
L L 2% (0,A)%, EeR
Die Bewegungsgleichungen lauten nun
(—g™O+ 0"0"(1— 1/8))A, = 0.

Diese Gleichung hat auRer den physikalischen Lésungenzwehunphysikalische Losungen. Setzt man
z.B.¢ := 1, so lauten die Feldgleichungen einfddA’ = 0 und man erhélt als Losungen

(1) =(0,1,0,0), €*(2)=(0,0,1,0), €*(3)=(0,0,0,1), €"*(4)=(1,0,0,0),

wovong(3) unde(4) die unphysikalischen Lésungen sind, weil zeitartig (4) bowgitudinal (was fur den
betrachteten Falh = 0 ebenfalls nicht moglich ist).
Quantisiert man nun kanonisch, entstehemfé 3, 4 unphysikalische Zustande mit NormnO.
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2-Punkt-Funktionen (Propagatoren)

Ein Propagator ist eine Greensche Funktion der zum Systhidrigen Feldgleichungen zu kausalen Rand-
bedingungen.

SeiD ein linearer Differential-Operator, dann ist die zugebérGreensche FunktioB(x — y) wie folgt
definiert

DG(x—y) = -3'(x—y) |

d.h., die Greensche Funktion ist eine Art ,Inverses" desr@joes. Die Greensche Funktion ist nicht ein-
deutig, da man jederzeit noch eine Lésung der homogenenZD@ hinzuaddieren kann und obige Glei-
chung noch immer erflillt ist.

In der Quantenfeldtheorie werden die Randbedingungerdgéinlich so gewahlt, daf’ die Ausbreitung
kausal erfolgt (d.h. immer vom friiheren zum spéateren Zaitpu

4.1 Skalarfeld

Betrachtet wird ein skalares Fejo~ ¢, welches i.a. nicht neutral sein mu3. Die Greensche Fumlgio
definiert durch

(Ox+MP)G(x—y) = =8*(x - y),
was man durch den Ansatz

G(x—y) =

B y) = - [ digeay

e 96

in eine algebraische Gleichung fG(q) umwandeln kann

— (-0 +m)G(@) = -1 — Gl = = o

Nun erhalt man durch ,einfaches” Integrieren die gesuchise@sche Funktion

4 IQ(X V)
y = [ dae - mz’

welche natiirlich so nicht definiert ist wegen der Polstedfiegh = n?.
Die Vorschrift zur Behandlung der Pole entspricht der Vbeyder Randbedingungen.

e*iq()(XO*yO)
/d4qe|qu */dSQéqu /dqo qz_mz
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Um den Residuensatz anwenden zu kénnen, miissen die RolstedlKomplexe geschoben werden, dazu
hat man drei Méglichkeiten.

a) Ersetze’ — Iing) q° + ie, wodurch beide Pole ins negativ Komplexe geschoben werden.
£—

i e—iqo(xo_yo)
im :
0/ (@+ie2— @ —n?

Die Pole liegen beg® = /¢ +m? — ie. Furx® > y° fiihrt das via Resiuduensatz auf die sog.
retardierte Greensche Funktion,Gwelche furx’ < y° identisch Null ist (da dabei kein Pol innerhalb
des Integrationsbereich liegt).

b) Analog verfahrt man fig® — q° — ie, was auf die sogavancierte Greensche Funktion Gwelche
fur x0 > y? identisch Null ist.

c) Der phys. interessanteste Fall gt— m? — ¢° — n? + ig, wodurch ein Pol oberhalb und ein Pol
unterhalb der reellen Achse gelegt wird (lfi= ++/02 + m? F ie. Man erhalt die sogkausale
Green-Funktion Dx — y).

Zusammenhang mit der QFT, Propagatoren

SeienA(x) undB(x) Operatoren, dann ist d@gitgeordnetes Produkier Operatoren definiert als

TAX)B(Y) := AX)B(Y) - O(x° —y°) + B(y)AX) - ©(° —X°) |

Das zeitgeordnete Produkt sorgt dafiir, dal3 bei mehrerena@pen immer der ,alteste” am weitesten
rechts steht, also zuerst auf irgendwelche Zustande wirkt.

Sei@ # @' ein Skalarfeld, dann ist die soB:Punkt-Funktior(fir Skalarfelder) folgendermaf3en definiert
T2(x,y) == (O|TX)®" (y)|0). (4.1)

Es qilt folgende wichtige Identitat, welche die Zweipunktktion in Beziehung setzt mit der kausalen
Green-Funktion

[T2(xy) = iD(x—y) | (4.2)

e*iQ(X*Y)

. 1
mltD(X*W:/(2n)4/d4qq2—mz+is' (4.3)

Diese Gleichung gilt in &hnlicher Form fur beliebige Feldam Beweis setzt man die Fourier-Darstellung
fur die ¢s ein und vergleicht dies mit dem Losungsintegral der kams&reenschen Funktidh(x — y).

Zusammenfassung: Aus der inhomogenen Differentialgleigiwurde durch Fourier-Transformation eine
algebraische Gleichung fid(q) erstellt, welche mit kausalen Randbedingung&n— n? — ic in eine
Gleichung tbergeht, deren Losubgx—Y) bis auf einen Faktdrder Zweipunktfunktiort,(x, y) entspricht.
DiesesD(x — y) bezeichnet man auch @gynman-Propagatofnach Stuckelberg, Feynman).

Die Zweipunktfunktion sorgt dank ihrer Konstruktion dafdal® sich Teilchen stets von friher* nach
.Spater* bewegen (kausales Verhalten)

T2(x ) : <0\T<P(><)<p+ (v)[0)
= 0(x — y°){0|p(x)¢(y)|0) (Teilcheny — X)
+ 0y’ — x°)(0]¢" (y)®(x)|0) (Antiteilchenx — v).
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Um der ,Kausalitat“ auf die Schliche zu kommen, betrachtahra.B. die vorletzte Gleichung. Setzt man

dort namlich die Felder in ihrer Fourier-Darstellung eirhd@t man (ausgedriickt durch Erzeuger und Ver-

nichter) ein Teilchen, welches am Qrerzeugt und am Ot vernichtet wird, sofern die Zeit voy? nach

x? fortschreitet. Bei der unteren Gleichung trifft entspreties auf das zugehdorige Antiteilchen zu.
Aufgrund dieses kausalen Verhaltens ist es nun einsiatiig,man gemaR (4.2) die ,kausale“ Green-

Funktion berechnen muB3 (bzw. kann), um die Zweipunktfunmku erhalten.

Das graphische Symbol fir das Skalarfeld lautet

iD(x—y) iD(q)
®-—————— - e ° @ - °
y s X q—»

(das linke im Orts-, das rechte im Impulsraum, der Pfeil rieathkinks Richtung des Ladungsflusses, rechts
die Richtung des Impulsflusses.)

4.2 \Vektorfelder

Die Zweipunktfunktion ergibt sich definitionsgemal aus

2(x,Y) = (O[TA)A (¥)[0) = iDp (X —Y)

3 ‘ |
- (2111>3 gpf)’ @%WW)*) (0(P)e ™ + O(-2)e")

N—_———
=g+ 2 f. m#0

i /d?’qefiqo(*y) ﬁ .
(2m)* o7 — P + i€

DasD,y ist ein Tensor 2. Stufe. Der Beweis, daf3= iD,, ist, lauft entweder analog dem bei den Skalar-
feldern, oder man fouriertransformiert die Definitionsgteing fur die Greensche Funktion

[~6* (0 + ) +0"9"] Doy (x - y) = ~g*\3*(x — )
— [-9*(¢® — ) + "q"] Dyy(a) = —g*,
Ansatz: Dpy(0) = gw -A+0oQv - B

_ —qu‘F%
R —-mP+ie

—{ Doy

womit durch Fourier-Transformation die Gleichheit voxix, y) und Dy, (X — ) gezeigt wére. Das graphi-
sche Symbol lautet

iDyp(x—y) iDyp(a)
[ \VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAV! ] [ \VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAY/ ]
y X q

Im Fall m = 0 lauft die Polarisationssumme nur tber die beiden tranalenmsPolarisationen

. MuQv + Iy
5 SMEA) = ~ga + T (1) = (6P, g,
A=T2 q

Zwei Probleme treten auf:

1. Diese Polarisationssumme ist nicht kovariant, d.h.g#iewr in fest gewahlten Systemen und
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2. Der Operator in der Feldgleichung entspricht nicht deapBgator, da er nicht exisitiert, denn

(9"o? - a'P) -gp = 0.
~—_—————
nicht invertierbar
Dal obiger Operator nicht invertierbar ist, liegt darar et obiger Gleichung, Eigenvektor zum

Eigenwert O ist, was bedeutet, daf’ die Determinante desa@pswnerschwindet und er damit nicht
invertierbar ist.

Kovariantes Verfahren

Man geht wieder so vor wie im klassischen Fall und bricht diehtvarianz durch Einfuhrung eines
Eichfixierungs-Terms

1 2
LoL-Ze(@AY,  EeRbel
—_——
Eichfixierung

Hieraus folgt ein invertierbarer Operator in den Felddieiogen

(9"°0? — (1— &) - 9"q") Dpu(a) = —gy.

invertierbar

Die obige Gleichung liefert unphysikalische Zusténdeyvdieg abhéngen. In der ,Praxis” treten aber keine
beobachtbaren Konsequenzen auf, da z.B. in der Quantémelgiamik (QED) wegen der Stromerhaltung
gerade diese Terme wieder herausfallen.

In der Praxis setzt ma& = 1 und bezeichnet dies aleynman-EichungFeynman-geeicht nimmt der
Propagator folgende einfache Form an (Ubung)

1D — 9w
¢=1 D“p_q2+is'

4.3 Dirac-Feld

Wenna(x) undb(y) antikommutierende Operatoren sind, ist das zeitgeordPetgukt mit einem Minus-
zeichen definiert

Ta(x)b(y) := O(X — y’)a(x)b(y) — Oy’ — x°)b(y)a(x)

Die zur Dirac-Theorie gehorige-Funktion ergibt sich ,definitionsgemaf* aus

[T2(xy) = iS(x—y)|

/ g AETM ey,

mltS(X*y): qqz_n]2+i8

(2r*

S(x —y), derDirac-Propagatorist das Inverse des Dirac-Operators. Er hat das graphisahb@

IS(x—y) Sa)
0+0 0+0
y X q—

Der Pfeil markiert wieder die Richtung des Ladungsflusses.
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Wechselwirkende Felder

5.1 Beispiele von Wechselwirkungen

e Skalare Selbst-WW

Gegeben sei ein neutrales Skalarfeld= ¢* und die ,freie“ Lagrange-Dichte (also die, die freie
Felder erzeugt und demnach bilinear in den Feldern ist)

to= 2009 - T ¢

Die komplette Lagrange-Dichte setzt sich nun zusammen ligeiofreier und einer, die die Wech-
selwirkung (,Interaction”) beschreibt, z.B.

o¢’
U@ + g@®

wobei g, g3, g4 Kopplungskonstanten sind. Zur Erklarung: In den ww. LageDichten missen

die Felder in ,héheren Potenzen” als zwei auftreten, dersndaun biliniearen Ausdricken folgen
lediglich die freien Felder. Weiterhin ist es nicht moglieh~ @ zu wahlen, weil daraus eine nach
unten unbeschrankte Hamilton-Funktion folgen wirde, tvelphysikalisch nicht brauchbar wére,
so daf3 obige Ausdricke die ,einfachstmdglichen” Beisfi#evechselwirkende Skalarfelder sind.

L =Lo+ Lint mit Line = {

e Yukawa-WW

Gegeben sei ein neutrales Skalarfeld= ¢* und ein Dirac-Feld). Die ,neue” Lagrange-Dichte
ergibt sich dann als

guye = gulye
guPiyse

Yukawa fiihrte diese Lagrange-Dichte zur Beschreibung vemktaften ein.

L= Lg + ng + Lint mit Liny = {

e Elektromagnetische WW
Die klassischen Bewegungsgleichungen (Maxwell-Gleigjeu)

oF® =¥
ergeben sich aus der Lagrange-Dichte

1 .
L= _ZF‘NFW —JuA.

——
—Lo =Lint
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Fuhrt man nun die sogninimale Substitution durch, indem man dikovariante Ableitunginfihrt

i0, — i0, — eA,
Oy — Oy +ieA, =Dy,
was dem klassischefl — p — eA entspricht, erhalt man aus der freien Lagrange-Dichte méne,

die nun auch eine Wechsekwirkung beschreibt. Das Konzephaleémalen Substitution ist ein ge-
nerelles Prinzip in der QFT.

1 .
Lo — £ = ~ZFuF¥ + Biy'Du — mPy = Lo —ePy A, (5.1)
N—_———
Lint:_juAu
mit j* = eQyWy. e = V4TI (a ~ %7: Feinstrukturkonstante) ist die elektromagnetische Kiopgs-

konstante. Beim Feldstarke-Tendgy hat das Einfuhren der kovarianten Ableitung wegen seiner
Antisymmetrie keinerlei Auswirkung.

Konventionsgemalfd schreibt man wohl die Kopplungskonstamicht in den Strom, sondern vor
den Stromterm it d.h.: j* = Py und Line = —e JFA,.

e Wechselwirkung mit Ableitungskopplungen

Lint enthéltd, :  z.B.:Lint ~ (970,90 — (0,9") @) A

Allgemein kann man sagen, daf3 der WW-Tébm sich aus Produk
te von Feldoperatoren am gleichen ®(t), Koeffizienten (Zahlen
oder Ableitungd, zusammensetzt.

Die sich ergebenden Feldgleichungen sind dann i.a. niclhir fireear, d.h., man muf versuchen,
diese approximativ zu I16dsen oder man benétigt andere Method

Grundproblem der QFT

Aus den Feldern, die man gemaR einer best. Theorie berduimneilt es zum einen Ubergangsamplituden
(S-Matrix-Elemente) zu bestimmen, um aus denen wiederumikdiljsche Observablen (z.B. Wirkungs-
guerschnitte) zu erhalten.

Die Berechnung de8— Matrix — Elementewird Ublicherweise durch Stérungsrechnung (oder Gitter-
Approximation) getatigt und in Kapl 6 behandelt.

Das Ziel des nachsten Abschnittes ist es, zu zeigen, wasizstfavenn man die Ubergangsamplituden
bereits bestimmt hat

5.2 SMatrix-Element, Wirkungsquerschnitt
5.2.1 S und T-Matrix

Streuproblem werden Ublicherweise so behandelt, da marireen Teilchen zu Zeiter-o ausgeht,
welche nur in einen kurzen Zeitintervall miteinander westivirken. Bei einem allgemeinen Streuprozef}
gehen die Teilchersi(p1), - - -, am(pm) Uberinbi(p), ..., ba(p},)-

Der Anfangszustandrfitial state) zur Zeitt = —o ist gegeben als

i) = |aa(P1); - -, @m(Pm)),

(wobei die anderen Quantenzahlen hier unterschlagen wirber Endzustandifal statg wird entspre-
chend bezeichnet



5.2. SMatrix-Element, Wirkungsquerschnitt 41

Die Wechselwirkung 1af3t sich mittels eines unitdren Opesdd beschreiben
WW: ]|> — U(t,—oo)\i>, Uut=uU"U =1
Asymptotisch wird dies zu

(lim Ut,—))[i) =Sfi), SS =s'S=1

Sist derS-Operator. Das Ubergangs-Matrix-Element
(f]si) =

bezeichnet man alS-Matrix-Element. Um die 4-Impulserhaltung zu gewéhrleistmuld dass-Matrix-
Element folgenden Form annehmen

Impulserhaltung— Sy = &5 + i(2m)*8*(R — Py) Ty, (5.2)
wobei dieR ; jeweils die Summe der Einzelimpulse darstellen. Man béreit
Tfi = <f’T|I>

als T-Matrix-Element. Die beiden Matrix-Elemen$8; und T¢; sind lorentzinvariant.

Wirkungsquerschnitt

Bei einem Streuprozef (p1) +az2(p2) — bi(py) +- - +ba(py) (a2 ist dabei das Target im Ruhesystem,
wahrendy; einlaufende Teilchen beschreibt) ist der Wirkungsquerithegeben als
WQ = Ubergangsrate (5' 3)

FluRdichte der einlaufenden TeilcheZahl der Target-Teilchen

Im folgenden wird wohl ein biRchen geschummelt, weil mamrettich Wellenpakete betrachten mifite,
was aber mathematisch zu mihsam wa re.
Die Ubergangswahrscheinlichkeit fiir einen Ubergang vorfaAgszustan@ zu einem anderen Zu-
stand| f) (d.h. f # i ist gegeben als
d3 / d3 /
dw = |(29%5* (R — P T[22 P1 ... EPn
20" 2p,
~—_————

=:d®

Das Betragsquadrat gibt die Wahrscheinlichkeit firr einéergang in einen Zustand mit festem Impuls.
Integriert man tber alle auslaufenden Impulse, erhalt neuGdsamt-Ubergangswahrscheinlichkeit.

Mitﬁﬁm Quadrat ded*-Funktion hat man natiirlich ein Problem. Die ,Losung* de®roblems hat die
For

|(2m*8* (R — P)Tai|” = V - T (2T 28*(P; — P,
so daRR man folgende Ubergangsrate erhalt

dwr

= = V(2m*8(R — Pr)do[Ty[*

IMan kennt aus den Quantenmechanik-Vorlesungen

T/2
' dt (@t = |T . 2r5(e0 — o) |2

-T/2

und damit analog

’ ~V(2m383(p—p).

/ aix d(P-F)%
\Y
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Die Normierung fir ein unendliches Volumen ist
Norm. (p|p') =2p°8*(p— F).

Fur endliche Volumina geht di&Funktion in ein Kronecked Uiber
f. endl. Volumen (2m)%&*(p— p') — Vdpp

Und somit erhalt man aus

0
{p|p) = 2—%3 Anzahl der Teilchen V.

Die FluRdichte ist demnacg—§|v| mit V = p/p°. Daraus kann man den differentiellen Wirkungsquer-
schnitt berechnen
dwi  (2m®  (2m?

oy Vel Ve
N——" N——

Target-Teilchen einlaufendes Teilchen

Mit p = mp (PLP2)? — mgmg ergibt sich
(21'[)10 254
—do = Tti| 70" (P — B)dd. (5.4)
A lppo g 1 O PP
Anmerkungen:

¢ Die Dimension des WQ ist die einer Flache (in natiirlicherhEiten Energie?). Die Umrechnung
ist 1GeV2 = 389385 7nb.

e Laut Konvention ist

1 2+n
iTs = (W) M n: Anzahl der Teilchen.

DasMj; folgt aus den Feynmanregeln (Kap. 6).

5.2.2 Streuung am auf3eren Potential

_—— bu(p})
a(p) % :
—— ba(pp)
Das aul3ere Potential wird in der QFT durch ein ,klassischeferes Potential beschrieben.
Typische Prozesse sind z.B. elastische Streuung, Brexh&stg &(p) — a(p;) + y(p,)) oder Paarer-

zeugungy — et +e).
Der differentielle WQ berechnet sich nach (v@l. {5.4))

3 3

do— {2V i 2 orpp — po) L8 O
2 °|V\ —— 20" 2P,
Energleerhaltung—f—’7.d¢

| \Tf,\ 6P° PY)dd

(fur Spin-0 oder feste Helizitat). Man beachte dapﬂiv] = ]ﬁ\ Uber die ,einlaufenden® Spins wird
gemittelt, Gber die auslaufenden wird summiert

1
]Tfi’2 . ZO ZO 511 |TfI 0n0Y, - - -, 0n)

15---:9n

2

9

wobeis der Spin des einfallenden Teilcheasst.
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Elastische Streuung:

p° = p° |p| = |p| Das ¢p’ kann man ersetzen durch Kugelkoordinaten
'~ [ |'dld|

womit der WQ folgende Form annimmt

d 2m)*
((%)a N %‘Tﬁ" (5:5)

Beispiel:Streuung eines Elektrons am Potenti@x).
Die ww. Lagrange-Dichte ist
Ling = ePyu A,
wobeiA* = (V(X), 0) das &uRere Potential mit einem ,klassischg(®) ist. Damit wird
Lint = ePyoV ().
1 Ze

Nimmt man als Potential z.B. ein Coulomb-PotentiaMa®) = — ;- 4%,
gang aldViott-StreuungDen ww. Hamilton-Operator erhalt man via

Hint = /dsxg'fint = */dSXLinta

wobei im vorliegenden FalHj; = —XLin ist. Nun geht man insVechselwirkungsbildber, d.h., die Ope-
ratoren ergeben sich aus dem Heisenberg-Bild und die Zistdaben eine Zeitentwicklung gemaf

W(t)) = U(t,to) | W(to))
mit IC;tH = HintU, U(to,to) = 1.

so bezeichnet man den Streuvor-

Mit Hilfe diesesZeitentwicklungsoperatolsann man nun Zusténde zu Zeitdn, —o“ wie folgt berech-
nen

to=—0 — |i) = |e", po), t>to— i) = U(tto)]i).
U (t,to) ist Losung der Integralgleichung

t
Ult,to) =1 i / dt' Hin (t)U (t', to)
to
In der 1. Naherung (Bornsche Naherung) erhalt man
t
Ult,to) =1 i /dt’ Hine(t)). (5.6)
to

Daraus erhélt man (bei bekanntéhhals S-Matrix-Element
St = tIm< f \U (t, —oo)|i>

Der Endzustandf) = |e~, p'o’) sie dabei ungleich dem Anfangszustdiid Setzt man[{516) ein, erhalt
man

N -— /dtHim(t)]i>

—ie [ V(T Oovwfi) = -+

_ % / dPx V()PP / dt & P71 (1 )yoUo ()

=V(p-p)=V(d
(B-F)=V(@) =218(p°— p°) g (P Yoo (P)
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Die untere Zeile erhalt man durch Einsetzen wpiin der Fourier-Darstellung und ,etwas” Rechnung.
Vergleicht man dies mit (512) (fuf # i), ergibt sich

_ € " /
(2].[)3V(Q)Ucf (P)Yous(P)-
Setzt man dies in (5.5) ein, erhélt man als WQ

do e . ,
- <dg2)unpo[ N W‘V( Z |uc/ yOUG | .

Polarisations Summe

— Tii =

Um obige Polarisationssumme zu bestimmen, betrachtet onaichst mal zwei Spinoremy, ws, flr die
gilt (Ubungen)

(WaypWe)" = WrYWe
WaYWoWaYy Wy = Tr{ (W1t )i (WoW2) Vo } (5.7)

Damit wird besagte Polarisationssumme zu

Z Uy (P')Yous (P)Us(P)Yolo (P)

0'0"

5.2 1 Z Tr{Uo (P')Uor (P')YoUo (P)To (P)Yo }

P23 T1e{ (0 + mvolp + o)

_ % (Tr{p'YopYo} + MPTr{y3})

Das letzte Gleichheitszeichen gilt, da{V{ .. .yn} = 0 flr ungerades.
Um nun obige Spuren berechnen zu kénnen, bedient man sidfodeae! (Ubungen)

Tr{ayby,} = 4(auby +ab, — (a- b)gw)
und des Skalarprodukfs: ' = | p||p'| cos® mit 8 = <(p, p)

22 Ucy’ yOU(j p) (p)youof( ) (ﬁ2c0523+rnz)

a0

5.2.3 Optisches Theorem
Bei einem allgemeinen StreuprozeR ergibt sichSidatrix-Element aud (5]2)
St = & +i(2m)*&*(Py — B)Tsi. (5.8)

Aus der Unitaritat vorsfolgt die Erhaltung der Wahrscheinlichkeit
2
s =8t Z‘(f{s\w‘ = 1v]i)
Betrachtet man

s'S=1— (i[S'8fi) = & /dCD S| £)(f|li)

72/0@ (F]9li")(f|S]i) = /dcb ) SiiSi. (5.9)
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Bei der Umformung(x) wurde die Formely ¢ | f)(f| = 3¢ [ d®(f)|f)(f| benutzt. Fufi) = |i’) ergibt
sich aus[(5.9) unter Benutzung vén (5.8)

- Z/dd)(f)—i('ﬁi -T)

=20(Ty)

_ Z/dq)(f)64(Pf - R) (2T
~0o(i—f)

= Otot .= Zc(i — f).

Dabei wurde ein&-Funktion ,gekirzt. Mit Proportionalitatsfaktoren ebgisich letztlich das Optische
Theorem zu

OTi = 24/ (Pp1p2)2 — MENMB - Oior,

wobeiT; dasT-Matrix-Element fur Vorwartsstreuung ist.

5.2.4 \lertices

Ein allgemeiner Wechselwirkungstermdn,; hat die Form

Cn@1(X) - n(X),

wobei die@ Feldoperatoren oder deren Komponenten sipdst ein Koeffizient (der aber auch z.B. Ab-
leitungd,, enthalten kann). Der Vertex-Faktor ist dann wie folgt defini

Verter = ie,5)]

S\, derSymmetriefaktoist dabei eine Zahl, die der Anzahl der Méglichkeiten ertdpyn (gleichartige)
Punkte mit einem festen Punkt (dem Vertex) zu verbinders BHE Felderky paarweise verschieden sind,
istS, =1

Beispiele:

1 2 1 1 2
o¢*, (o= cp*)>< 0@, (9= tp*)/K o0t X, X = x><
3 4 2 3 3 4

Bei der ¢*-WW kann man das Bildchen a&, = 4-3-2-1 = 4! verschiedene Arten malen, bei der
@>-WW ist entsprechen&, = 3!, wahrend bei dep" @x?>-WW nur zwei Moglichkeiten bestehen, den
Graphen zu malen, als®, = 2 (jeweils immer bei durchnumerierten und festgehaltenamkien, d.h.
lediglich Vertauschung der Linien sind méglich, um zum dfein Bild zu gelangen).

In der QED ist

Line = 6PYVPA, = 5 ey o Ua WAy,
op

woraus sich folgender Vertexfaktor ergibt (als Matrix degeben)

QED-Vertices= iey*.  Symbol :>MMM
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5.3 Greensche Funktionen

In diesem Kapitel wird die Verallgemeinerung des freiendagators, welcher die Greensche Funktion
der freien Feldgleichung war, behandelt. Gegeben sei aitrales Skalarfeldp = ¢" anhand derer der
Formalismus gezeigt wird (fir andere Felder alles analog).

Die n-Punkt-Funktion ist analog der Zweipunkt-Funktion defin{ggl. (4.1))

Tn(X1, - %) == (O] TQ(x1) . .. @(X)|0), (5.10)
(aIIgemeiner:(O\T(pl(xl) e %(xn)|0>), woraus beim Ubergang in den Impulsraum (durch Fourian3y
formation) folgendes wird

Impulsraum/d4x1...d4xn g 1 (Poat 4Pl (30 %)

= (2)*%* (P + -+ + Pa)Ta(P1, - -, Pu)- (5.11)
Die &*-Funktion steht wegen der Translationsinvarianz
Transhinv. — To(Xy — Xn, - - ., X1 — Xn, 0),

(regelt also die Gesamtimpulserhaltung). Es ist zu beachi#? die Impulse nicht auf der Massenschale
liegen.

Das graphische Symbol desPunkt-Funktion lautet

Py Pn

P2

P3 Pa

Der wechselwirkende Propagator ergibt sich aus wechdeinilen Feldern zu
T2(X1,X2) = <0|T(p(X]_)(p(X2)|0>

Beim Ubergang in den Impulsraum wird daraus
/d4X1/d4X2 TZ(X17X2)e7i(p1X1+p2X2) = (21T)454(p1 + pz):fg(pl, pz)

Man fuhrt nun als Schreibweise ein
T(py — p) =1 iA(P).

Fur ein freies Skalarfeld ist z.B.

_r

P2 — m2 +ig’

Das graphische Symbol fiir den ,vollstandigen” (d.h. webhiskenden) Propagator ist

p
O, —O—

Zusammenhéangenden-Punkt-Funktionen T§ c:connected

freies Skalarfeld: A(p) =

enthalten keine Terme der Arf, - Tn,; Tn, - Tn, - Tns - - - (M < N, ;M = n. Ein Beispiel fur eine nichtzu-
sammenhangende 4-Punkt-Funktion besteht z.B. aus freider

X1 X3
X1 X3
= + Permutationen
X2 X4
X2 X4
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Amputierte n-Punkt-Funktionen

im Impulsraum

1

T™(p1, - -+, Pn) = Ta(P1, - - -, Pn) [IA(PL) - - - 1A(Pn)]

Propagatoren zu jeder auBeren Linie

Man erhélt die amputierte-Punkt-Funktion durch ,Abschneiden” der duR3eren Propagat

Vertexfunktionen 'h(p1, ..., Pn)

sind zusammenhangende, amputierte 1-Teilchen-irreldugiPunkt-Funktionen (1-Teilchen-irreduzibel
heil3t, man kann sie nicht ,aufschneiden® in mehrere Graptierz.B.

/V

Propagator

l.a. enthalten 1-Teilchen-irred. Graphen Loops. Das Syttinalie Vertexfunktionen ist

5.4 Asymptotische Felder

5.4.1 Asymptotenbedingung, in/out-Zustande

Gegeben sei ein Skalarfedg{x) mit WW so, dal¥p(x) furt — <o in freies Feld ubergeht. Fiir— —oo
erzeuge das Felg,(x) freie Zustandéin) firt — o erzeuge entsprechend das Fejg(x) die Zustande
|0ut>. Ein Basiswechsel zwischen diesen Zustanden erfolgt sty S-Matrix .

Grundlegende Annahmen

e Die freien|in) und |out)-Zustande bilden jeweils eine Basis des Fock-Raumes und aweh mit
Wechselwirkung.

e Die Grundzustande entsprechen sia)), = |0)

out”

e Das Spektrum voR* hat die Eigenschaf® > 0, P2 > 0 (s. Abb[5.1). Z.B.p? = (p1+p2)2 > 4n?

e Schwacher Asymptotenlimes. Es ist nicht mdglich im SinmegiOperator-Limes folgendes zu for-
dern (,starker Limes")

nicht moglich:@(x) 252 const @in (X).
out

Das geht nicht, da man bei Erfillung dieser Forderung flifrédien und fur die wechselwirkenden
Felder dieselben Vertauschungsrelationen (bis auf eia#toFZ) erhalten wirde, woraus sich im
Prinzip dieselben Felder ergeben wiirden, was aber nidittgiist.
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Pt

Lichtkegel

17z

Tl

Vakuum

Abbildung 5.1:m;: Schwelle zum Mehrteilchenkontinuum (MTK) (einfachstellFn, = 2m); ,1TZ"
1-Teilchenzustand auf Massenschaié £ nv)

Stattdessen fordert man den seghwachen Asymptotenlimeker eine Bedingung an das Matrix-
Element stellt (nach Lehmann, Symanzik und Zimmermann)
LSZ-Bedingung
Jim (ble(x)|a) = \/Z(b\(pént(x)|a> Vl|a),|b); ZeR,Z> 0| (5.12)
— 00 u

Wenn man die LSZ-Bed. streng formulieren méchte, muf3 man vasheinem ,verschmierten® Feld
¢ ausgehen

(pfin = /d3x f*(x) 50 @in (X),
out

out

mit f, einer (normierbaren) Losung vgll + n?) f = 0. Mit normierbaren Zustandea) , |b) wird
dann[(5.1R) zu

im (be’|a) = VZ(ble}, [2).
tokeo out
Die in/out-Felder sind wie folgt normiert
1
<0|(Pér&t(x)‘p> = We P,
. 1
— Jm (0lo0|p) = VZ- frme ™

Der phys. Bedeutung dies@sFaktors wird im nachsten Abschnitt nachgegeangen. Egligilfolgende
Formel

(0/9(x)|p) = VZ{0|on (¥)[p) V1-Teilchen-Zust (5.13)

Zum Beweis betrachte mdal + m?)@(x) = j(x) z.B. mit j = 3g¢®, was die formale Losung
90X = VZoin (¥ + [ &% G(x ) (X)
out av
hat und damit

(0]9(x)[p) = VZ(0lgn (¥)|p) + / d*X Gret(x, X) (0] j(¥)[p) -

=0
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Das Integral ist Null, da
(0]j(x)|p) = (0](O+m)@(x)|p) = (O+n?) (0je(x)|p) = (O + mP)e"(0|e(0)|p).
N—_—— N——

(o

=0 (p on—shell
p> (p

eiPx(p( 0) e—iPx

Dabei wurde benutzt

o(x) = €”@0)e ™| dainf.o0=i[P,¢. (5.14)

5.4.2 Kallen-Lehmann-Darstellung

Gegeben sei ein skalarer Propagafiix — y) = (0| T@(X)®(y)|0). Unter Benutzung vori(5.14) und Be-
achtung von

e"™|a) = eP|a),  speze™™|0) = |a) = 1|a) (5.15)
wird daraus
— iA(x) = (0| T@(x)9(0)|0). (5.16)

Sei|a) ein System von vollstandigen Zustanden
5 [a)(a =

dann wird aud(5.16) durch Einfligen dieses Systems

iA(X) = Z{<O](p(x)|a><a\(p(0)|0>®(x°) + <0|(p(0)]a><0(|(p(x)|0>®(—x°)}

2
= Z‘<O\(p(0)|0(> {e(xo)e—ipux + e(—xo)éPuX}
2
= /d"’q > 3(a - Pu) (0]@(0) |or) {@(xo)e‘qx + @(—xo)eiqx} (5.17)
=p(0)

Bei der vorletzten Umformung wurdehn (5114) uhd (5.15) benut

Das in [5.17) definiertp(q) hat folgende Eigenschaften

e p(Ag) = Ap(q) Lorentz-Skalar, d.hp(q) = p(g?).
e Nach Voraussetzung (s.147) tragen nur BeitrageRpe 0 bei

— p(g) = p(?) - ©(cP).

e Ebenfalls nach Vor. tragt ni@? > 0 bei

5.18
0 sonst ( )

2)-0(q%),p = 0,reell furg? > 0
_)p(q):{p(Q) (c), p q
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Damit wird aus[(5.117)
d){e0d)e™ + o(-)¢ |
=0 [ aiou) aB(c? - 1E)0(cP) {00 + () |
0

- (211)3 J 2q0{ (X)e i’(4—(9(—x0)ei><}

=iD(X, %) freier Propagator zur Masge

Pt [P
H 1
=i ﬁqhuﬂis
Bei der Umformung ) wurde folgende Formel fir di&Funktion benutzt

1
— / do®3(o®” — @ — 1) = 27

’ 1
S(fX) =y — = .
[ 3169 =3 1i76a e

Damit ergibt sich schlie3lich dikédllen-Lehman-Darstellun¢Spektraldarstellung)

— |80 = [ dup(AD(x), p > 0| (5.19)
0

p(1?) bezeichnet man aBpektralfunktion

Beitrag der 1-Teilchenzustande

2
)= 3 8= P[OOp) & Shewat

Mehrteilchen
E13310 [ &p &(q 1
/2p0 -p)-Z e I+% ...

(2T03p(q

=/d4p6(p2— o(p’) -8(q - p)z +Z

= 78(c% — m2)O(c) +O(d? — m%)@(q")O(qz)

1
(23 (219°

Mehrteilchenzust

=7 aEeeel)

—p(0?) = Z3(¢” — ) + O(¢” — mf) - o(f) |
Setzt man dies in die Kallen-Lehman-Darstellung (5.19) eigibt sich

A(X) = ZD(x, ) + / A2 o(12)D(x, 1) |

Im Impulsraum

B z o, 1
A(p) = F i +n{du o(u >7p2—u2+ie : (5.20)

Dabei istm, die ,leichteste Masse* im Mehrteilchen-Kontinuum (s. ABHl) z.B.m; = 2m.
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Folgerungen

e A(p) hat Pol beip? = n? mit dem ResiduunZ. An dieser Stelle kann man auch die physikali-
sche Bedeutung d&sFaktors erkennen. Er beschreibt ndmlich den Anteil deeilcfien-Zustande,
die von dem wechselwirkenden Fepix) erzeugt werden (bzw. vom wechselwirkenden Propagator
beschrieben werden), welches ja auch Mehrteilchenzust@mnaugt.

¢ A(p) hat einen Schnitt Iangs der positiven reellen Achse, degbei n? beginnt:

#0 furg? >me
OA(p) {: 0 fire? < m%

Man erhélt also (Ubungen)

1:Z+/du20(p2) —>.

m

Dieses Ergebnis ergibt sich, wenn man in GI_(5.16) statzdi#geordneten Produktes einen Kommutator
einsetzt, d.hA(x) = (0|[®(x), ¢(0)]|0) und davon die Spektraldarstellung berechnet. Durch Zeitahg
erhalt man dann unter Beachtung vbn(Z1x 1.

Fur einen Dirac-Propagator aus, erhalt man die Spektstklamg

_ 2 01(1¥) P + 02 (1)
S(p)_p—eris néd p? — W2 + g

) 01,02 = Oa

bei Paritatserhaltung. Fiir den Fall nichterhaltener &anitrd daraus

Sp) = ot /mdu2 01(1*) P + T1(1) PYs + O2(H?) + T (P)Ys
p-miie 2 P2 — W2 +ie :

5.5 LSZ-Theorem

(Nach Lehmann, Symanzik, Zimmermann)

Gegeben seien asymptotische freie Felggfx), gu(x), welche aus dem schwachen Asymptoten-
Limes (s.[(5.1R)) des wechselwirkenden Felggg hervorgehen.

Zur Bestimmung de®-Matrix sei ein unitarer Operat@gegeben, welcher die Basis d&r)-Zustande
in die Basis defout)-Zustande tberfuhrt

lin) = Slout), (out| = (in|S™".

Und somit die in-Felder in die out-Felder
Gout(X) = S .

Damit ergeben sich dig-Matrix-Elemente aus
Ssa = (B, outlar,in) = (B, out|Ja,in),

wobeia und weitere Quantenzahlen zur Charakterisierung des jeveailitustands sind. In der Stérungs-
Theorie werden di&Matrix-Elemente approximativ berechnet, wahrend hieradigemeiner Zusammen-
hang zwischeig, und den Green-Funktionen abgeleitet wird. Die Vorgehersa@esteht darin, die Teil-
chen aus den in- bzw. out-Zustanden mittels Ersetzung dliecheldoperatoren zu eliminieren.
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1. Schritt: Eliminiere Teilchen mit Impulp aus|a, in). Ab jetzt bezeichnet man miitr, in) — |, in)
und m|t|cx1p, |n> den Zustand ohnp. Als Annahme benétigt man noch, daR alle out-Zsutéande von
den in-Zustanden verschieden sind.

Sia = (B,outjap,in) = (B, outlay, (p)|asin) = (B, out/a;(p) — agu(p)|aain) (5.21)

Benutzt man nun die Darstellung fur freie Felder

(P(i)rlwn(x) = g;'g( Out(P)fp(X) + a&lt(p)f;(x)),
mit f,(X) = We—ipx, erhalt man die (zeitunabhangige) GroRe
= /d X fo( 60 @in ( X), (5.22)
out
mit
a 9o b = adeb + (doa)b (5.23)

Dies eingesetzt in (5.21) ergibt

Sa =1 [ &80 90 [(B, oufu(x)[atin) — (B, oufn(x)|at in)]
:i/d3xfp(x) 3 Lloim (B, outjgou(X)]azin) — lim (B, out\cnn(x)\a,m], (5.24)

Die Limites sind dabei als schwache Asymptoten-Limites etstehen. Esetzt man nun die in- und
out-Felder mittels (5.12), geht es weiter mit

G223 =i /d3xfp(x) 3o (XQTW%<B,out|cp(x)|alin>
,X0|Lnjw%<;3, outlp(x)|a. in))

- %(JJL“;XJL%) / () 30 (B.oulg00)a, n
/ de( | &xa0[ 504 30 (B. outox) |a17'n>D
=1g(x)

o {1000 (0Ba00) — (@ofo0)a9)}
Mit (O + m?) fp(X) = 0 — 03f,(X) = (A — m?) f,(x) folgt aus obiger Gleichung

— S, = = [ ax{ 000 ~ (8- F0)a00)

Fuhrt man nun eine rAumliche partielle Integration durch, d
/(Af)g:/i(if.g)_/ﬁfﬁg:_/i(f-ig)+/mg,
0 0

erhalt man schlief3lich

s /d"’ )(O + ) (B, outl (x)| oz, in)) | (5.25)
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2. Schritt: Eliminiere Teilchen mit Impulg’ aus|p, out). Die Bezeichnung is{, out) — |B1p, out),

wahrend|B, out) den Zustand ohng’ markiert. Asugehend von dem Matrix-Element[in (5.25) und
Durchflihrung der zu Schritt 1 analogen Rechnungen erhalt ma

(B, outl(x)|ay, in) = (B1p’, out|(x)| a1z, in)
= (B1, outlaou(P') P(X) — @ (X)ain(p')|az, in) (5.26)

Mit einer zu [5.22) analogen Gleichung

out

aln =—i /dsyf aO (Pln( )
erhalt man

.29

— —|/d3 (B1, out| Gout(Y) (X) — P(X)@n(y)|0ra, in) Eyo fa(y)

= [ ey fm (B, outo(y)e) e in) 3 )~

Jim._ (B, outlg(y)e(x)[a, in) ay, f5()

— ﬁ /d"’y(Bl,out|T(p(y)cp(x)]or1,in>(6y +nP) fi(y) (5.27)

— Zuriick zu Schritt {3

3. Schritt: Man fuhrt Schritt 1+2 solange durch, bis alle Uise aus den in- und out-Zustandeh

..., Ph,Oub)
und|py, - .., Pm, iN) eliminiert sind und erhélt als Ergebnis

%a - pla"'7pl/']7OUt|pl7"'apm7in>

(\/—>n+m / d*xy - - / d*¥m / dy; - / d*vn
fpu (X

) pm(Dxl + mZ) (Dxm + mZ <O’T(p yl) o (p(xm)‘o>

@y, +P) - (O, +R) 5 (1) - £y (V)

4. Schritt: Ubergang zur Impulsraum-Darstellung. Als &ittweise fiihrt man ein

m+n=:N, (Xg,...,Xm,Y1,---,¥n) = (X1, ..., XN)
(A, -+, 0an) = (P1,- -5 Pmy =Py - -+ Pr)-

Desweiteren ist es geeignet@r(wahrend der Rechnung) unabhingig zu wahlen (also i.at miehr
on-shell). Damit

. N
()" [ fomermo

N
~(D1+mz)...(DN+mz)TN(x1,...,xN)} i (ﬁ) (5.28)
o=

)

2peachte dabei

Jim a(t)bito) — im bto)ax / at < Ta(t)bito)
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Die geschweifte Klammer in obiger Gleichung entspricht
{---}= (=g +m)...(—af + m)In(d, - -, ),
mit Ty, welches in[(5.111) eingeflhrt wurde als
T(qu, ..., qN)(Zn)“é“(z qi) = /d“xl . /d4erN(x1, oy xy e (Gt )
|

Damit ist also das-Matrix-Element aud(5.28)
1 N i -1 i -1
S = (W) : ((W) (W) TN(QL'n,QN))in_mZ

(on-shell)

Was also gemacht wird, ist, dal} man die &uf3eren Beine amputie stattdessen die Wellenfunk-
tionen im Impulsraum hinschreibt (hierjewe'tl;%ﬁ fur skalare Teilchen).

Um das ganze auf eine verallgemeinerbare Form zu bringéihnggn von der Impulsraum-Wellen-
funktion aus

fp(x) = (2.’.[)3/267“3)( = ¢(p)eiipx = <0‘(p(;ﬁt(x)’p>

) ((qf '_ m)l.‘. <%2\‘i—_m)1f,\,(q1,...,QN)>

0" (py) -9 (pp)

on-shell

Fir Vektorfelder isth(p) = ﬁe“(p). Das ,Ergebnis* des LSZ-Theorems fur Dirac Felder wird
unten erwahnt.
Folgerungen

e Tn(0s, ..., qn) hat Pole fiirg? = m?.

e Zu S, tragen nur die zusammenhéngenddPunkt-Funktionen bei (das liegt an der Annahme tber
paarweise verschiedene Impulse im Anfangs- und EndzustBad stimmt allerdings auch nur in
niedrigeren Ordnung, wie im néchsten Kapitel ersichtlicidw

e Ersetzt man die freien Propagatof@nr= qz_lmz durch die wechselwirkenden (5. (5120)), welche sich
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nur um einen FaktaZ von den freien unterscheiden (on-shell), erhalt man
IN(OL, - - -, On) = TA(GL) - - - IA(ON) Tnamp(Te, - - -, ON)

S~ (5) ) {D@)...0 HaB(@) .. B0 Fame)

1 N
- (\/Z) ZN <TN’amp(ql’ o 7qN)>on»shell
- ZN/2 <TN‘amp(q1, R qN))

on-shell

on-shell

\on jeder aulReren Wellenfunktion erhélt man nun einen Fakil.

Dirac-Feld

((G5) () o)
~o(p) - d(pn)

mit den Feldern

on-shell

() 1 u(pi) mit p; auslaufendes Teilchen
P = (2m3/2 | v(p;) mit p auslaufendes Anti-Teilchen
() = 1 u(p)) mit pf auslaufendes Teilchen

Y (2m¥2 | v(p) mit p auslaufendes Anti-Teilchen

3Dadurch, daR man auRen die vollstandigen Propagatoreéhdstafreien) amputiert hat, muR man in den &uReren Linién ke
ne Korrekturen (héhere Ordnungen) durchfiihren. (Dieseniikentar wird im nachsten Kapitel bzw. im zweiten Teil desij8kr
deutlich)
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Kapitel 6

Storungstheorie und
Feynman-Graphen

6.1 Storungsreihe fur diet-Funktionen
Gegeben sei ein wechselwirkendes Feld) = @' (x), der zugehdrige kanonische Impuil§x) und das

freie in-Feld@n (x) und dessen kanonischer Impiilg, ().

Grundvoraussetzungen fur die Stérungsrechnung
Es gibt einen unitaren Operatdi(t) so, dafl

() =UOeXU Y1),  Min(x) = UENXU ). (6.1)
Im Rahmen der Quantenmechanik kann man diese Forderumg &tesveisen, nicht aber in der QFT, wo

sie streng mathematisch sogar falsch ist .
Der Hamilton-Operator setzt sich aus einem freien und ewenhselwirkenden Teil zusammen

H = Ho + Hin

In der Quantenfeldtheorie ergibt sich der Hamilton-Opmratis der Dichte

H = /d"’xﬁ}f(cp(X)ﬂ(X)) =H(e.M)

Damit istH ein Funktional der Felder und weil es ein Polynom in den Reldst (s. [6.1)), gilt geman

©.0)

U(0)H (@, MU (t) = H(@n, Min)-

Bewegungsgleichungen

ergeben sich aus

¢o=i[H,q Nn=i[H,N]
(-ﬂn =i [HO((Hm I-lin)a (ﬂn] I;lin =i [HO; I-lin] (6-2)
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Ausfuhren der Zeitableitungen ergibt jeweils

_Q(Uqufl):UUflu(pu +Ueut UU ' +u (pU -t
dt —— ——
=@n =@n =-Uu-? 7|[H )
= [UU™Y @) + i [H(@n, Min), @n]
B2 10U @u] +1 |H(@n. M) — Hol@n. Min), | =0
=Hint(@n,Min)
<= [UU71+iHint((ﬂnanin)a(ﬁn} =0.

Analog erhélt man fir die kanonischen Impulse
[UU™* + iHing(@n, Min), Min] = 0.

Da die linke Seite des Kommutators sowohl mjtals auch mitll vertauscht, kann sie nur einer Zahl
entsprechen

UU L + iHing (@, Min) = ig(t) € C. (6.3)

Spéater wird gezeigt, daf{t) = 0 moglich ist, bzw., da’ deswieder herausfallt. Setzt man dies voraus,
erhalt man als DGI. fur di¥l (t)

— %J = Hint(@n, Min)U () (6.4)

Man fihrt folgende Schreibweise ein
Hine (@, Min) = / PoxHin (@ (X), Min(X)) =1 Hint0€) = Hing(1).
Eine zu[[6.4) aquivalente Gleichung mit den Anfangsbediggn
U(to,to) =1,  U(t,tg)U(to) = U(t)

ist
Ult,to) = 1— i / dt' Hine (1)U (t', to). (6.5)

Die iterative Lésung dieser Gleichung ergibt sich aus

t t

Ultto) = 1+ (— / at’ Hine(t' / ot / at” Hine () Hine (") +
to

to
Bedenkt man

/ o’ / At Hing () Hine (1) = / / AT Hipe () Hie (1)

to

erhalt man als ,Lésung”

® t
—U(tt) =145 S fdt1~~~tfdtnTHim(t1)...Him(tn)
= 0

t
=T exp(—i fdt’Him(t’)) (symbolisch)
to

(es ist zu bedenken, daf stift; immerHi,: — £(t) stehen mifte.)
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Eigenschaften

utt) =1 U(tn, U (o, ts) = U (ty, ta)

Ut) =Ufty, —tU(-t) Ul(t) =U2tU(-tt) 66

Bestimmung dert-Funktion
Setzt man in die Definition derPunkt-Funktion(5.10) die Felder aug (6l1) ein, erhalt man
Tn(Xe, - %) == (O] TQ(x1) . .. @(%n)|0)
= <0’TU (t1) @ (1)U (t)U () @n ) (t2) - - U~ (t) @ (%a)U (ta) [0)  (6.7)
Wegen[(6.6) ist
Ult) =UtU(t,ty),  Ut)U ) = U(ty, o)
U (tn) = U (tn, —t)U (1),
so daR man auk (6.7) folgendes erhalt
6.2 = (0JU () {U (t, ty)9n (x0)U (t2, t2) @n(%2) - ..U (tn-1,tn) @ (¥0)U (tn, 1) }U (~1)[0)
= (0JU~*(O)T{--- }U(-1)|0) (6.8)
= (OJUH(t) (T[@n(X0) - - - @n(Xn) U (L, t2) ... U (tn, —t)])U (—1)|0) (6.9)
=U(t,—t)

Die Reihenfolge in der geschweiften Klammer [in {6.8) ist eegler Zeitordnung egal. L3t man nun
t — oo laufen

= tlm<0’T[(ﬂn(Xl) - @n(Xa)U(t, ‘0>
und weil3 (hier angegeben ohne Beweis), daf? gilt
lim U (1) [0) = A |0),

erhalt man

— Tn(X1, ..., %n) = )\j)\<0

:N<0
Firn= 0 st

— (0[0) = N<0 T exp<i / d“x:}cint)

so dafR[(6.1l0) Gbergeht in

T@n(X1) ... @n(Xn) - exp( / /d fo.m) >

o> (6.10)

T@n(X0) - - @n (%) exp(—i / d“fo-Cim)

o>,

oT —i [ d*Hin) [0
et ) = LTI o) el 1/ ) [0 61)
(O[T exp(—i [ d*xHini(x))|0)
Gibt man vor, dalfH; = —Lint, also inH keine Ableitungsterme vorkommen, erhalt man durch Aus-

schreiben dee-Funktion

[

> (O T@ () - - n(xa) [ dyr - [ dicine(Y1) - - - Lint (k) |O)

Tn(X, -y %) = k= . (6.12)
1+ kzl @ J A1+ [ (O[T Line(y1) - - - Line(Yi)|O)
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Unter Benutzung obiger Formel ist es nun mdglich, die weelhidenden Felder in einer Stérungsreihe
durch die freien Felder auszudriicken.

Anhand von[(6.111) kann man erkennen, daR g@saus [(6.8) unbedeutend ist, da es in Z&hler und
Nenner vorkommt und dort als Faktete®® auftritt, der sich herauskiirzt.

6.2 Wick-Theorem

In diesem Abschnitt geht es darum, das ,groRe“ zeitgeoedReadukt in[(6.12) durch Normalordnungen,
die beim Bilden des Vakuumerwartungswertes herausfaltehdurch ,kleinere* Zeitordnungen auszu-
dricken.

Normalordnung bedeutet, daf? alle Erzeuger links von denisigiern stehen (eingefihrt auf[SJ]26 zu
Verhinderung von Divergenzen in den Vakuumerwartungsamrt

(1) P(X2): Erzeuger ,links" von Vernichtern

In diesem Abschnitt werden Skalarfelder betrachtet:(Bosonen). Da nur freie Felder auftreten, wird die
verkirzte Schreibweise benutzt

@(X) == @n(X)

Der Satz von Wick besagt

TO(X1) - - %) = 1P(X) - .. P(Xn):
To(x1)P(X2)|0) 3) .@(X,): + Permutationen
g ‘T(p(xl )Q(%2) Oi{O] P(X3)P(X4) |0) :(X5) . .. @(Xn): + Perm.

{+<O|T(p(x1)(p(x2)|0> (O] TQ(Xn-1)®(Xn) |0) + Perm. (n gerade)
+{0|Te(x1)P(X2)|0) ... (O] TQ(Xn—2) P(Xn-1)|0)P(Xn) + P.  (nungerade)

Der Beweis wird dem Leser Uberlassen (Standard-Spruchverddir Literatur) Als Notation fiihrt man
folgendes ein (praktisch beim Beweisen bzw. ,Benutzen“\fek-Theorems).

Px1)@(%2) P(Xa) - . . := Kontraktion (0| T((x)@(x2)|0)@(Xs) . - -

Verallgemeinerung auf beliebige Felder
Hint €nthélt nun Terme mip # @", A%, |, ... Man erhélt analog zl (6.4)

.du
= Hint(1)U (1)
bzw. die zu[(6.h) entsprechende GIl. mit Anfangsbedingungen

Ut)=Utt)U(to)  (Hint = —Lint)

t
Ut,t)) =T - exp(i / d“xLim)
to

(Beachted{ — —L, d.h., es gibt eigentlich wieder keine AbleitungskopplemgSollten diese doch vor-
handen sein, geht man ,in der Praxis" trotzdem so vor, atemdn keine und irgendwie stimmts dann em
Ende trotzdem.)
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Man setzt wieder dia-Punkt-Funktion an und erhalt ein (6111) entsprechendeslifis

(X1, -+, %) = (O] T@u(X1) - - h(Xn) |O)
t

~ (O[T g1 () - Quin(x0) exB(i [ [ d'xLim) [0)

o
Die Feldkomponenteq kénnen dabei Skalare, Vektor- oder Spinor-Komponentan sei

Jetzt wendet man das Wick-Theorem an und erhdlt ein enkgmdes Ergebnis mit der Ausnahme,
daf die Fermion-Komponenten wegen des Minuszeichens igepetineten Produkt einen Faktel bei
Vertauschungen bekommen.

6.3 Feynman-Regeln und -Graphen

Der Ausgansgspunkt des folgenden Beispiels ist die wesirkehde Lagrange-Dichte dgf-Theorie
Lin=9-¢, ¢ =9

Abkirzenderweise benutzt man die Schreibweise[auk (4.2)

(O]TOn(Xa)@n(X)|0) = ID(Xa — %) & %

Berechnet wird nun in Ordnung? die Zweipunkt-Funktior,(xy, X,) (bzw. deren Zahler, s (6.11) [der
Nenner wird weiter unten behandelt])

To(X1, %) = ;gz / d*xd*y(0| T @(x1) (%) @*(X) ()| 0),

aus der sich dann durch Entwickeln deFunktion in [6.11) die folgenden Terme und deren zugeletrig
Feynman-Graphen ergeben sich durch Anwendung des Wicér&ims

— T(Xg, X2) = %(igS!) / d*xdyiD(x — %) (iD(y — X)) D (%, — )

1 ig- 3! ig-3!
2xq X y X2

+

NI -

(ig3!)2iD (X2 — X1) / d*xd*yiD(x — x1)iD (%2 — X)

X X2

-iD(y — x)iD(y — ) I
+ %(ig3!)/d4d4y(iD(yfx))3 e £ 13
+ %(igS!)iD(xz — 1) /d“xd“yiD(x —X)iD(y — y)iD(y — X)

—n OO (6.13)

Feynman-Regeln im Ortsraum

X1, X2 aullere Punkte, fest

X,y innere Punkte, Uber die integriert wird (d.rf)d“xd“y
o % ID(Xa—X)

< ig3! Vertex
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Zusatzlich zum Symmetriefaktor der Vertices treten noehQmmetriefaktoren aus dem Wick-Theorem
auf, die angeben, wie oft sich derselbe Graph ergibt. DureHadzteren Symmetriefaktoren wird divi-
diert, so dal? man als ,Gesamt-Symmetriefaktor den Qutaieaus dem Vertex-Symmetriefaktor dividiert
durch die Anzahl der identischen Graphen.

Die n-Punkt-Funktion in Ordnung ist proportional der Summe der Graphen miuReren Punkten
undk Vertices (ohne die Vakuum-Diagramm [s.u.]).

Bedeutung des Nenners in(xy, . . ., X,) [Gl. (6.11)]

Der Nenner in besagter Gleichung lautet (sofern man keireitingskopplungen voraussetzt, also (6.12)
benutzt)

ik
Z%/d“yl - @Y (O[T Lint(Y2) - - - Lint(Yn)|0) = Y alle Vakuum-Diagramme

(Das zeitgeordnete Produkt beschreibt die Graphen dereéw®enkte, also die Vakuum-Graphen) Die
Vakuum-Graphen sind am Beispiel der oben skizziegfeWWwW

<00+ &Do—0—0 (I%QC’?@

Diese Vakuum-Diagramme treten aber auch bei der Entwicktles Zahlers auf (s. Abb. 6.1), so dal? man
sie letztlich ,ausklammern und herauskirzen* kann (daléinman darauf zu achten, daf3 alle denselben
kombinatorischen Faktor habe®)s Rezept kann man sich also merken, dafd man die Vakuumabiage

bei der graphischen Entwicklung deiFunktion weglassen kann!

k=0

k=4—D— + @O +ED

Abbildung 6.1: Auftreten der Vakuum-Diagramme im Z&hler dePunkt-Funktiont(xy, ..., %) nach
(6.12)

l.a. treten auch unzusammenhangende Graphen (s[Abbe6#, $palte) auf, die aber bei der Be-
rechnung de&-Matrix-Elementes herausfallen (in kleineren Ordnungew.lentsprechend wenigen ein-
und ausfallenden Teilchen), da dann die unzusammenhaeg&cphen lediglich zud; im S-Matrix-
Element beitragen.

zusammenhangend,  unzusammenhangend

o
=4

Abbildung 6.2: Die unzusammenh&angenden Graphen (hier1z;B*>-WW, rechte Spalte) fallen bei der
Bildung desS-Matrixelementes heraus
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Feynman-Regeln im Impulsraum
Durch Fourier-Transformation der Propagatoren erhélt tagh Gl. (4.3))
d'q e iaka%)
D(Xa — Xp) = .

Ab hier wird der Summantt, der im Nenner der Propagatoren zusténdig ist fur die Kéésah der Regel
fortgelassen und muf3 bei Bedarf vom Leser beachtet werden.
Betrachtet wird (ausgehend vén (6.13)) das erste DiagragigPBVW.

q;
a A

T — a3
}(igsl)2i4 / d'o / d*as ehgoe
2" (2m* (2m* (g — M) - - (0 — P)

./d4x/d4yefi(QrQrQS)Xe*i(q2+Q3*CI4)y

=(2m)83*(01—02—03)0* (G2 +03—C4)

d* d*qs
= [ G | e e S + g

L } ; , [ d'op i
g wg w2 v e e 619

(;)fz(Q1,Q4):f2(Q1-,*Q1):iA(Q1)

Dieses Ergebnisx) erhalt man, wenn mah (6.14) mit der ,Konvention“ vergleicht

/d4xl/d4X2T2(X1,Xz)eprlXHpZXZ) = (2r)*8*(p1 + p2) - T2(p1, P2) (6.15)

(mit T2(pa, p2) = IA(p)). Der zugehdrige Feynman-Graph im Impulsraum hat alsodimfman beachte:
Impulserhaltung an jedem Vertex)

07]
a1 01

O3
Die Feynman-Regeln im Impulsraum lauten dann im vorliegerfeall

a i
g2 — mP +ie
Y ig3! Vertex mit Impulserhaltung!

Die Symmetrie-Faktoren ergeben sich genauso wie im Ortsrau
Bei geschlossenen Schleifewird tber die freien Impulse der Schleifen (einer ist jeweildhlbar)
integriert; sofern keine Schleife vorhanden ist, sind &swialle Impulse durch Impulserhaltung festgelegt.

n-Punkt-Funktion in Ordnung ¢~

Man verbinden aul3ere Impulse, die Ublicherweise mit .. ., g, bezeichnet werden, durdhVertices.
Dann erstelle man sich alle Feynman-Diagramme und erhéilit dle analytischen Ausdriicke, Gber die
noch summiert wird.

Ipeachte ebenfalls: if (6.15) bleibt letztlich die Gesamtitserhaltung (ibrig!
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Selbstenergie undz-Faktor

Der Gesamt-Propagator setzt sich zusammen aus dem fr@padator und den wechselwirkenden héhe-
rer Ordnung

A(q) = A0 + A o < o

B qulmz (1_ qzzmzn)wz> '

Dabei bezeichnet das den ,inneren Teil* des Graphen, so dal sich der jeweiligesg®-Graph“ aus
zwei freien Propagatoren und déhzusammensetzt (in Ordnuigg)
z

() = oy
— O—Q—C = q%,imZ (iz)q§+mz

Das ,GesamE* ergibt sich aus der Summe der einzelnen, d.h. z.B. in 1. @rdg?, man betrachtet alle
Graphen mit zwei inneren Vertices und schneidet (s.0) digelpedu3eren Propagatoren ab und erhélt so
die Z;. Die Summe Uberliefert dann die Selbstenergie

—O— + »—?—« 3 =3 + %, Selbstenergi&(q?)
iZl 122

Anmerkung:

e >’ sei die Ableitung vork. Dann erhalt man filig? = n?’

/AT /. 1- Z,(rnz) 3
qzI[nmz -~ (+reguléare Termg
Z 1

o qz_mz+A92+O(g4) (6.16)

wobeiZ das Residuum des Pols ist (nach Kéllen-Lehmann). Somittenta denz-Faktor (der sich
im LSZ-Theorem ergibt) aus

—|Z2=1-%(n?)

e X ist (logarithmisch) divergent, Tadpoles sind sogar quigbia divergent (s. Ablh. 6.3) Derartige

4 F ~ f% @ ~ f% UV-Divergenz

Abbildung 6.3: Divergenz-Verhalten der Selbstenergie v Tadpoles

Divergenzen sind ein generelles Problem in der Quantethfstdie, welches man z.B. Losen kdnnte
durch ,Aufweichen” der Operatoreq, welche dann aber nicht mehr lokal und somit nicht mehr
handhabbar wéren.

In der Praxis fuhrt man die so&enormierunglurch, marregularisiertdie Divergenzen, d.h. man
untersucht die Struktur der Divergenzen, um sie dann aiefsid durch Einfuhrung von Counter-
Termen zu absorbiereRénormieruny Es gibt mehrere Mdglichkeiten, die Regularisierung terc
zufiihren (dazu mehr im zweiten Teil), hier wird kurz die dreadichste vorgestellit.
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Die divergenten Integrale divergieren nur fur groRe Impuso dal? man ,einfach” die Impulse ab-
schneidet (Einfihrung eines Cut-Off-Parameters), um sievérgent zu machen. Dadurch handelt
man sich natlrlich eine Abhangigkeit vom Cut-Off (higrein.

S(P) = Z(mP) +(g? — mP) Z'(mP) + konv. Terme

divergent (A\-abhangig) i.a. divergent
hier konvergent

Um der Bedeutung dess auf die Spur zu kommen, summiert man alle Diagramme bisagege-
benen Ordnung (hier 2) auf (s. Abb. 6.4 oben). Bei htherem@rgen entwickelt man dies in eine
geometrische Reihe (s. Allb. 6.4 unten). Man kann erkenrahditt Selbstenergie im Nenner einen

o + % = qz_imz + qz_imziz(mz) qz_imz
— e + % + % % geOmZ.Reihem

Abbildung 6.4: Um der Bedeutung der Selbstenergie ndhelomnien, mul® man wie in der Abbildung
unten die Diagramme jeder Ordnung aufsummieren

Beitrag zum Residuum des Propagators liefert und deswaitdegn Pol des Propagators verschieben
kann (was nach Kallen-Lehmann die physikalische Massertindd somit unphysikalisch ist).

Um diesen Mi3stand zu korrigieren, dndert man die gegebgrabhge-Dichte so, dafd letzlich die
divergenten Terme herausfallen. Man fiihrt die sog. ,nabdsse“m3 = n? + dn? ein und erhalt
somit folgende korrigierte Lagrange-Dichte

wodurch sich ein zusatzlicher Vertex ergibt

—><— Counter-Term -2 ig = —idn?

(Der Faktor 2 tritt als Vertex-Symmetrie-Faktor auf, da Bakd neutral ist). Somit erhalt man, wenn
man den Counter-Term zum Propagtor addiert

e e —

{(Z(n?) — &P qz_'imz

i
q* — e

Setzt man nudn? := 3(n?) (=Selbstenergie auf Massenschale), erhalt man (wenn metewiiber
alle Ordnungen summiert (geom. Reihe)) fiir den Propagatgf — n? + .. .) wieder einen Pol bei
der physikalischen Masse.

Dieses Verfahren, die Einfihrung von Counter-Termen zusoiption von unphysikalischen Ter-
men, bezeichnet man im vorliegenden Fall als Massen-Reaanmmy.

Dabei ist zu beachten, dafd man nun (in héheren Ordnungerigv@ivebrgenzen erst auftreten) eben
nicht mehr die physikalische Massefinstehen hat, sondern die nackte Masge

Bei den Kopplungen geht man analog vor (Einfilhrung einekteacLadung); — g + 8g; = ¢f).
Sofern diese sog. ,Parameter-Normierung“ in allen Ordiemngu endlichers-Matrix-Elementen

fiihrt, spricht man von eingenormierbaren TheorieNicht renormierbar ist z.BLiyy ~ ¢°, da man
dabei beliebig viele Counter-Terme zur Absorption berét{gpéater).
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P ® 77 skalarer Propagator

m Fermion-Propagator

i(~gwt 3

7wt Vektor-Propagator (massiv)

—iey, Qs QED-Vertex
,,,,,, ig1 bei Lin = 9P Yukawa-Vertex
ig(iys) beiLine = gPiysWe
i (=1) - Tr{(Fermion-Loop }

Abbildung 6.5: Bei geschlossenen Fermion-Schleifen kommoh ein Faktor-1 hinzu (und die Spur Uber
die Loop-Matrizen)

Al

Feynman-Regeln fiir allgemeine Felder und Wechselwirkunge

s. Abb[6.5

Feynman-Regeln firS-Matrix-Elemente (Amplituden)

by

o Sh= (27'[)454(Z)Tfi
P
Durch Anwendung des LSZ-Theorems erhalt man daraus ttztli

Si = (VZ)™™ - Wellenfunktionen TaTR¢
on-shell

(es ergibt sich eir/Z-Faktor pro Feld.) Nun muR man dieFunktion bis zuk-ten Ordnung entwickelrZ
ergibt sich dann als

Z=1+2n+ 20" +zng®+--- bis g*
4 5 2L 4 1 4
Z=1+—= =g — = e
—VZ=1+ 59+ 49 8221g +

Beim S-Matrix-Element werden die Terme ngt, | > k weggelassen (da in nachster Ordnung).

Die Bornsche Naherung beschreibt die niedrigste Ordnuhggduftreten von Schleifen, die sog.
Born-GrapheroderTree-Grapheh Fur Born-Ordnung gilt per def.

Bornsche Naherung:.
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Regeln

e Zeichne externe Lininen fiir gegebene Konfiguration von @it auslaufenden Teilchen (Impulsen).

¢ Verbinde Linien mittels Vertices und Propagatoren (in dpegeer Ordnung).

Die analytischen Ausdriicke ergeben sich geméaR der ImpmsRegeln (inkl. 4-Impulserhaltung).

Multipliziere mit +/Z fir jede &uRere Linie und entwickle bis zur Ordnugig

e 5 alle Diagramme= iTy;.

e In den &uReren Linien gibt es keine SerstenErgie

Feynman-Regeln fir Wellenfunktionen (dufRere Linien) (s0.6.6)

77777777777 <2T$3/2 Skalar (ein- und auslaufend)
ANNNNN <2T$3/2 - €u(A) einlaufendes Vektor-Teilchen
a7z - €N auslaufendes Vektor-Teilchen
%—o (2111)3/2 -u(p) einlaufendes Dirac-Teilchen
% (2111)3/2 -V(p) einlaufendes Anti-Teilchen
oFH% a7 - u(p) auslaufendes Teilchen
opH—% <2T$3/2 -v(p) auslaufendes Anti-Teilchen

Abbildung 6.6: Feynman-Regeln fir Wellenfunktionen

Beispiel

Betracht wird der ProzeB e~ — u™u~ bei Yukawa-Potential (Graph: Abb. 6.7, bei debeim Vertex
stinde eid,g, wennuy bzw. Vg Spinor-Indizes hatte)

e p
P P
q° \ Xy

+ +

e ig1 M

Abbildung 6.7.e"e” — "y~ bei Yukawa-Potential

Als Regel zur Berechnung der analytischen Ausdriicke beanhh, daf? man gegen die Pfeilrichtung
vorgeht (Man lauft immer entlang Fermion-Linien entgegenfeilrichtung).

. o (—2 )
— (Y99 UP) gy P9 (2 )

Zeile Spalte

Beim Vertauschen von Fermion-Linien hat man darauf zu acldal? man die Graphen subtrahiert statt
addiert (s. Abd_618).

2das liegt daran, daR im LSZ-Theorem die vollstandigen @@ropagatoren amputiert werden und durch die Wellerituma
ersetzt werden.
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e e (p1) (p2)

e e (p2) (p1)

Abbildung 6.8: Bei Vertauschung von Fermion-Linien musgenGraphen subtrahiert werden!

Ergdnzung: WW mit Ableitungskopplungen
Die WW-Lagrange-Dichté&, enthalte Ableitunged,, z.B.
Lint = ie(@ 0,0 — (0,07) @) A",

Der Zeitentwicklungs-Operator ergibt sich trotzdem als
U ~ exp(i /d“x&im).

Dabei ist es so, dal atl§,; immerLiy wird, d.h. die Feynman-Graphen ergeben sinmerausf (was
auch gut ist, da nur die Lagrange-Dichte lorentzinvariait i

Durch die Fourier-Transformation werden allgemein ausAeleitungen Impulsed, — ipy), so dafd
sich folgender Vertex ergibt (Pfeile in Richtung des Ladsfhgsses)

7 =li(i€)(—ipy — i) = ie(p+ Py
\%p
Der Vertex hat'also eine Impulsabhéngigkeit.



Kapitel 7

Quantenelektrodynamik (QED)

7.1 Lagrange-Dichte und Feynman-Regeln

Die QED im urpsriinglichen Sinne besteht aus PhotoA&(x{), und Elektronen/Positronea’(/e~, Y(X), T(x)).
Die Lagrange-Dichte lautet

1 .
Loep = _ZFWFW + Lok (A) +P(i0 — m) Y + ePy YA (7.1)
s. Kap[4:2 =Lint

Der Eichfixierungsterm lautet z.B. in der kovarianten Eiogu
-1

und dient, wie bereits beschrieben dazu, die Eichinvariemz agrange-Dichte zu zerstdren, da ansonsten
der Photon-Propagator nicht existieren wiirde und die Raldmnssumme nicht kovariant wéare.

Der Photon-Propagator ist

q i Qulv
—— | — 1-—
 JVaVae oWV, | q2+|£( Ow+(1—-8&)—- )
Der hintere Summand in der Klammer tragt wegen der Strorttaritanicht zum Matrixelement bei, so
daf? man in der Prax& = 1 setzt (Feynman-Eichung). Die Feynman-Regeln sind atsohekannt und
missen einfach angewendet werden. Man hat zu beachten,atalb@r die verschiedenen Polarisations-
zustande der Photonég,(A) mit A = 1,2 (+)) summieren muf3. Jedoch wird die Polarisationssumme in
der Praxis relativ einfach (wieder wegen Stromerhaltung)
Y &gt = —gu
A=1,7 (+1)

Der Rest tragt wegen der Stromerhaltung nicht bei.

Zur weiteren Vereinfachung sollte man dagry-Theorembeachten (s. Abb. 7.1)

Das ist wichtig bei sogTadpoles welche aus einem Loop mit einer Photonlinie bestehen ued eb
nach Furry nicht berechnet werden brauchen.

Die QED im weiteren Sinne behandelt die WW zwischen Photomieéallen geladenen fundamentalen
Fermionen (Leptonerg®, i, T+ mit LadungQ = +1 und den Quarkg, g mit Ladung+2/3 fiir dasu, ¢, t
bzw.—1/3 fir d, s, b). Die dahingehend erweiterte Lagrange-Dichte hat folgefmrm

Lom = —SFuF™ 4 Loc(Al) + > {1010 - s — QA
4 f=feptq

WObeIZ =3 Z (wobei die 3 dieColor der Quarks ist, die erst bei der Quantenchromodynamikréefe

Bedeutung erlangt es genugt zu wissen, daf? es im Prinzyg j@dark dreimal gibt).
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Furry-Theorem

fur ungerade Zahl von Photon-Linien

Abbildung 7.1: Das Furry-Theorem besagt, dal3 Loops mit tatgr Anzahl von Photonlinien verschwin-
den.

7.2 QED-Prozesse in niedrigster Ordnung

7.2.1 BeispieleZ — Teilchen) s. Abb[7.2
e:Z e (1 :Z )
—_ Mgller-Streuung

e e (2 €y

e e ex e

§ - >\/\AM< Bhabha-Streuung

e+ e+ e e+

e _

H —|— Compton-Streuung
K k SswK

(1) 2)
}j\/\w: (2) —|— ): (1) € e*-Paarvernlchtung gy
- f

e
>\/\M/v< f=nt1q ff-Paarerzeugung
e T

Abbildung 7.2: Beispiele zur QED in niedrigster Ordnung-22 Teilchen

Bei Mehrteilchenprozessen wirken entsprechend mehrhkgilenit. Bremsstrahlungsprozesse (zuséatz-
liches auReres Photon) und Prozesse mit auRerem (klamsjgedid sind in Abl. 713 aufgefihrt.

7.2.2 Compton-Streuung

y(k) +e (p) — y(K)+e (p)  Abb[72.
Die Polarisationsvektoren dgs werden wie folgt gekennzeichnet
fk)y=¢et, HK)=¢e¥

sie sind transversal und raumarteg K = €' - k' = 0).



7.2. QED-Prozesse in niedrigster Ordnung 71

Mott-Streuung

R-+ntgen-Bremsstrahlung

bR

Paarerzeugung im auéaeren Feld

+

Abbildung 7.3: Prozesse mit &uRerem (klassischen) Fe&mBstrahlung

LK

Abbildung 7.4: Compton-Streuung
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1. Matrixelement

. . 1
iT = Z (Diagramme = 2
P ,p’—l—K#—m T p_k""_m/
M = —ie (u(p)g—2p~k zu(p)+u(p)£7_2p.k £'u(p))

(dabei(p+ k)2 — m? = p? + 2kp+ k? — m? = 2p- k). Nun geht man ins Laborsystem (Elektron ruht
am Anfang)
(P) = (MO) () =08 (")=(0F) #=()°=1
gE=p-€=0-— pg=—-gp, pg=-¢£p
0  — pu(p) =mup)

Daraus ergibt sich

oo ez [ EEK | EE'K _
M =ie ug(p)( 2Pk + 20K )Us(p) =M(s.s)
——

=TI

2. Ubergangswahrscheinlichkeit
M| = 'Oy (P')F us(p) - Us(P)T Us (P') = €*Tr{us (p')Us (P') M us(P)Us(P)T }

Um die komplette Ubergangswahrscheinlichkeit zu erhalteitssen alle moglichen ,Prozesse* in
Betracht gezogen werden, daher wird iber die einlaufendidgehEn (Helizitas') gemittelt und tber
die auslaufenden (ungestrichen) summiert

1
M2 — 55 V(S 9)? = [M]2.
22

mit
N 1 _
M2 = S Tr{(p" + M) (p+mT} =
= %(Tl + T, + 20Tz), (7.2)

mit den Abklrzungen

T, = (ng Tr{(p' + m)ee'K(p + m)kee'} (7.3)

T = (zplk, Tr{(p' +mee’K (p+mKee'} (7.4)
1 !

T3 = C2pk (2pky TP+ m)EE K (p+mKee'} (7.5)

3. Berechnung der Spuren
Tr{@...n} =Tr{gho... 1}
a?=a?, K'=0 g=g’=-1
Tr{abed} = 4((ab)(cd) + (ad)(bc) — (ac)(bd))
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Benutzt man diese Formeln, erhalt man farl7.3)3(7.5)

Ti = 8(ep) (KP) + 20)?) o
T, = B(KP) (kp) ~ 20Ke)?) e

1

_ / L eN2 _ / N2 2

T = (B (KP) (206 )7 ~ 1) — 8P K2 + BKPIKE? ) s
Setzt man dies wiederum in(7.2) ein, ergibt sich

— o w

2 = 4 —_— J— g ._'/ 2 —
|M]?2 =€ <w+w+4(£ ) 2)

K=w K'=d, Kp=mw, kp=nmw

4. Wirkungsquerschnitt (im Laborsystem)

p= (m, 6)’ p/ = (ploa p/)7 k= ((*)7 0,0, (J.)), K = ((d,R/)
|_(’/
/ —
” 9\ k-K =ww —k-K = ww(1— cosb)

Der Wirkungsquerschnitt ergibt sich gemaR [5.4)

em 1 . B dK
do = . M2 5 k—p —k
°T apW (o )12‘ PP k=P )2p’0 2k0
—_——— —— =~
=[T|]2 3/ dod’
/a2~ mP)e(r®)
LG @i\ me
aQ’  16m \ w ’ ~ m+ w(1— cosh)

Setzt man nun alles ein, erhalt man letztlich
do 2 2 SN
—ay —aw(5) (S8 a2

(Klein-Nishina, 1929). Fiw <« m — « ~ w wird der Wirkungsquerschnitt unabhangig van
undwf

2
gg Gﬁ(ﬂ g-¢)%2 Thomson-WQ.

und man erhalt den klassischen Thomson-VE@tdabei die physikalische Ladung).

5. Summation Uber alle PolarisationenWie bei den Spins muf Uber die Polarisationen gemittelt bzw.
summiert werden. Die Polarisationen seien wie folgt gegebe

€, =(1,0,0), € = (—cosBcosd,—cosBsind,sinb)
&=(0,1,0), &= (sing, - cosp,0)

—

€, -K=0, k' = w(sinB cosd, sinBsing, coso).

Der Wirkunsgquerschnitt wird

do 1 do
- .,z -
dqoy 2i7j;72in,j
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Mit £ 5 (€ - &)? = 3(co 6 + 1) erhalt man den Wirkungsquerschnitt fiir unpolarisiertetBen

als
do a2 (N’ /W .
(aﬁ)mol e (5) (55 ~sw2)

2
<o, 2%2(2 —sirf8) Thomson.

Der Gesamt-Wirkungsquerschnitt ergibt sich aus dem @ifféellen durch Winkelintegration

do
o= /dQ (—)
dQ unpol

w<m 8na?
Ocompton — OThomson= 3R

Anmerkungen

e Der Thomson-LimeScompton— OthomsoniSt der ,klassische Limes”. Man kann sehen, dal die
Feinstrukturkonstante klassisch bestimmbar ist.

e Der Thomson-Limes bleibt auch in héherer Ordnung gltige ®&gerimentelle Wert vou
ist unabhangig von der Ordnung der Stbrungsrec%t@abjﬁrdings nur in der QED, die als
einzige Quantenfeldtheorie einen mel3baren klassischeed hat).

7.3 Anomales magnetisches Moment

Aus der Dirac-Gleichung folgy = 2, wéhrend in der QED ein groRerer Wert berechnet wird.
Als formales Hilfsmittel wird dieGordon-Zerlegundpenétigt:
Seieny, Y, Lésungen der Dirac-Gleichun(@d — m)y = 0, also freie Dirac-Felder, dann gilt

1 . .
Povur = %(wz'auwl — (10,0,) W1 + 0" (P00 W1)) (7.6)
mit oy = %[yu, V. Firg; = u(p)e ™™ und @y, = u(p')e P> folgt daraus die Gordon-Zerlegung im
Impulsraum
apvaup) = ap) (PP L Lo (- p)°) u(p) 7.7)
H 2m 2m " '

. aulleres Magnetfel¥ = (07 A(X)) In der folgenden Gleichung wird die Gordon-Zerlegung ange-

wandt, was ein biBchen zweifelhaft ist, da sie eigentlichfaufreie Felder definiert ist. Insofern hat
man es hier im Prinzip mit freien Feldern zu tun, d.h., 8gsentsprichiichtdem ublichen!

e, . e .
— Lint @ ePy WA = %(qj'auw - ('auw)llJ)A“+ ?na (wcuqu)Au

=pA -Term, BahnB-Ww Spin-Ww

Durch ,partielle Integration” des Spin-Terms (Integrati@mbwohl kein Integral vorhanden ist; ge-
meint ist das Wirkungs-Integr&l= [ d*xL) erhalt man

Spi e 1

e LML F:
= %woww- F¥  F nur fir Magnetfelder
_ & W_ _ % op3. 8

Bl —[7)

1das besagt das Theorem von Jauch und Rohrlich
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—H3PN /d3xq] %ntp(x)

—>g:2

In dieser Wechselwirkung erhélt man also einen Wett 2 wie bei Dirac.
2. Vertex fur Wechselwirkung mi-Feld
i e
Lfﬁ'n = in( (0"Y) o + WOy (0V4J))A“
—— ——
:ip/v :_ipv
Fury ist dabei eine ebene Welle einzusetzen (da ,freies” Feld).

p/
W<p 19 = 19")0w = 5 (b= P)* O =257 (p— )" (7.8)

=29,

3. Der Vertexfaktor, der sich ,fur“ das magnetische Momedgtte, hat die Form[(7]8), so daR man die
Abweichungen des magnetisches Moment kann als Zusatztereben dieser Form in das bisherige
Lint schreiben kann

e
Lint = Line + @~ 7 WO YFH (7.9)
%,_/
— Vertex 5 (1+a)(p—p')o,
-2
—>a:97 g=2(1+a) (7.10)

4. Stérungstheoretische Betrachtung
pl
Aﬁxt

p

bis 1-Schleifenordnungy? := (p — p/)?

Z=1+8Z(¢) o ° Sz .

Bis Ordnunge®: (A* weglassen)

iet(p) (1 + 3Z)yu + Aw)u(p)

(p+p)

A= VR () + “——LR(P) Kovarianten-Zerlegung.
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(Andere Vektoren kann man auf die beiden obigen zurickfiilgeTerme sind wegen Paritatsver-
letzung nicht erlaubt}, F sind skalare Faktoren, die sdgnrmfaktoren

—>ieU(p’)((1+6Z+F1(q ))yp+ (p+ P)uF2(a )) u(p)

Jetzt Gordon-Zerlegung (fip, p') (Z.4) benutzen
— fen(p) (1 82+ Fu) + @) 5P~ P'OFalc?) ) u(p)
=FR(?)
= u(p) (e (1-+ 32+ F(0) ~ 5 (P~ P)VOR(0) ulp) + OcP)
——

2
= 00 (Ward-1d B

2= o)

5. Berechnung des 1-Schleifen-IntegralsFif0) (ist hier stark gekuirzt)

ok ; Dli(pfk)zfmz‘m;“e"szZKp, D3:k2

TRE Dy = (p — k)2 — P = k2 — 2kpf

- d*k Yo(p — K+ m)yu(p — K+ m)y
3 [ M
—lefu=e / (2m)* D,D,D;

Jetzt muf? man beachten, daB= muist und nur Terme betrachten, die @u+ p’), beitragen

. e . KuK , o K
ey = —(2Tt)4 (—4/d leD2D3 +4(p+ p)u/d kD1D2D3

- 4m/ d4k|:)1DL2[)3 + * * * Terme, die nur zyy beitrager> (711)
Einschub:Feynman—Parameter-Integra]ﬁ
Es gilt
1
~2 oo, 1
D1D2D3 s T (yDi+ (x—y)D2 + (1~ X)Da)
/ 1
- 2/o|x/o|yﬁ Pry = YP+ (x—y)pf
A (k& — 2kpyy)
1 X 1
—2 / dx / dy
5 o k— pxy) - p%y

(P, = X*m? — ?(xy — %)) Jetzt verschiebt mak— k + pyy. .. und damit wird aug(7.11) z.B.

_ 4 ku+pxy
/ D1D2D372/dx/dy/dk

1

Zo/dx/dy/d4kk“+ym+ >r<nz]3y)p

SNaheres im zweiten Teil (E_87
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Da man nur Terme proportional Zp + p') betrachtet, wird daraus

1 X
_ /} 4 1
_2(p+p)2/dx/dy/d k—[k2fx27m2]3
0 0
X

[ o =2 o S ETHE o] o [

o?:=0

qz::O
KK 1 X L
4 / _ / . 4
| gz W) b p)“o/dxxz o/dy/d Ki& e |
1
ieA = = (p+P) -4m/o|x(x2—x3)/L (7.12)
SCTIAE [ — xen?]? '
—_——
su_ i
=3

Der Wert dek-Integrals in der letzten Zeile ergibt sich dabei wie folgan betrachtet
k2 _ (kO)Z _ |_('27

was aber so nicht rotationssymmetrisch ist, so daf3 marWiicleDrehunB durchfiihren muf3. Man
setztk® — k€ (E =Euklidisch). Das funktioniert, da im = m+-ie die Pole durch die Drehung nicht
Jrelevant” verschoben werden.

— K= () +R) = -k
ke ist nun ein rotationssymmetrischer euklidischer Vektordal? man Kugelkoordinaten einfiihren

kannr = |kg| = f
. d*ke
7 / x2n12 - / 2 1 en?]

2n T
— / ﬂmﬁ / do / sin,do, / sir? 8,06,
0 0 0 0

=dQ
L
2X2m2
(Man muf3 also nur die Oberflache der 4-dim. Einheitskuged(bme)
Somit wird also aug (7.12)
(PP [0
e\, = ie om =
=F(0)
a
—la=—-RK(0) = > =0,0011..., (7.13)

Der heutige Stand liegt bei 4-Schleifenordnung (+5 Schteikilweise), die exp. Genauigkeit ist
840- 101! wird aber in diesem Jahr auf 400! in Brookhaven gesteigert. Die exp. Genauigkeit
liegt in der Tat hoher als die theoretische, was den Thé@retiatiirlich ,schmerzt". . .

“Bei einer Wick-Drehung werden aus den 4 Minkowski-Koort#madurch Drehung der reellen Zeit-Achse auf die imaginare 4
euklidische Koordinaten, so daR man Polarkoordinateriieieh kann. Genaueres im zweiten Teil(S. 87).
5Genaueres ebenfalls im zweiten Teil bei dimensionaler Regierung (S_88
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QED-Wiederholung

1 L
Loep = —ZFWFW + Lsix (A) — ZlequyuLlJfAu‘f‘ quf(la — my) Py

. 1
mit Fy, = auA\, — avAu, Lix = — ZE( UAM) ¢ € R bel.

Feynman-Regelnm Impulsraum (f€ — 0)

ulv
Photon-Propagatolg ~ ~ ~ ~_ — 1-
pag .\,vd,v\, q2+|£< Gw + ( E)q )
. i . g+ mg
Fermion-Propagatorg > o — = -
! Pag q—ms +ig Iq2—rn$+|za
q
Vertex — ieQryy + Impulserhaltung
aullere Linien:
p —
Photon AN €u(p), phys. Pol.-Vektor (2 transv.)
e =2¢ep=0

' . u(p) Teilchen
= laufend
ermionen %—o einauten es{\‘/(p) Anti-Teilchen
._% auslaufende u(p) Te|I.che.n
v(p) Anti-Teilchen

Bei geschlossenen Fermion-Schleifen kommt ein Faktck) und die Spur der Matrizen hinzu; ist die
Anzahl der Vertices in der geschlossenen Schleif ungerstdier Beitrag der Schleife =0 (Furry-Theorem).

= 0 fUr ungerade Vertexanzahl (Furry-Theorem)

Das S-Matrixelement fiir einen Ubergang vom Zustdiigl (mit m-Teilchen) in den Zustanf ) (mit
n-Teilchen) ist

St = (2m*%* (P —R) - M, f#i; P : Gesamtimpulse
1 n+m
M= ; Feynman-Diagramme in geg. Ordnunéw)

Beispiel:

: Py 4;; —i 4
‘*’>WV<" M = v(q)ieyuu(p) (pf::)z u(p)ieyv(d) (ﬁ)
p+q

Der erkungsquerschnltt beim Ubergang von zwei Teilclen b in n-Teilchen (exklusive Summation
bzw. Mittelung Uber die Spins/Helizitaten) ist gegeben als

(2-‘-[)10 |M|254(P _ P)d P1 . dzpn
0 0
4\/(pa— Pp)2 — M2 — m? 2p;  2py

do =
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Die niedrigste Ordnung bezeichnet man als Bornsche Nagedimzugehorigen Graphen als Tree-Graphen
(damit auch Tree-Graphen-Naherung). In der 1-Schleifémang werden (zusatzlich) alle Diagramme mit
einer geschlossenen Schleife betrachtet. Dabei gibt é2adjel, da? man tber den freien Impuls integriert
([ d*/(2m)* tber freien Impul).

Erhalt man aus der Bornschen Néherung einen Beitrag uhghait, so stellt die 1-Schleifenordnung
eine Korrektur dar. Gibt es die 0. Ordnung nicht, ist alsoldiechleifenordnung die niedrigste Ordnung,
dann ist der ProzelR unterdriickt (zyg-Streuung)



Kapitel 8

QED in 1-Schleifenordnung

ist wohl experimentell ,exzellent” bestatigt.

8.1 Struktur von 1-Schleifenamplituden

Die Amplitude entspricht derB-Matrix-Element, die &uReren Impulse sind on-siéll= n? bzw. p° =
v/ B? + m2. Nach dem LSZ-Theorem ergibt sih als

S = (\/Z)Nrgmp\OnfshewWellenfunktion der &uReren Teilchen

(s. Abb[8.1) Der Faktot/Z ergibt sich dabei aus

VZ Wi vZwt 1 Skalar
Wiz J & Photon
u,d .
vy } Fermionen
VZ Wi . VZ Wi ’

Abbildung 8.1:Ss; nach LSZ-Theorem

e LSZ-Theorem, schwacher Asymptotenlimes

Jim (ble(x)[a) = VZ{b|@n(x)|a)

e Kallen-Lehman-Darstellung

z i o) @ Z
2\ 2 ~
Ald) = q2—mZ+isjL / dpqz—u2+is o2 — e
me>4m?

mit Res=Z und Pol bei der physikalischen Massg & n¥).
Anmerkung: Die Regel, den Fakt@fZ in den Feynman-Graphen an jede &uRere Linie anzumulépiai
kommt daher, daf? aus der Kallen-Lehmann-Darstellungdiigt, wahrend aus dem LSZ-Theorem ein
1/+/Z kommt. In 1-Schleifenordnung ist

Z=1+€Z---, \/Z:1+§e2+---

Z wird bestimmt durch Berechnung des Residuums des vollgféndPropagators (der in 1-Schleifen-
Ordnung die Selbstenergie enthalt, die in der QED wegen day-Fheorems nur aus einem Graphen
besteht, i.a. aber aus zweien).
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Elemente von 1-Schleifengraphen (s. Abb. 8.2)

o ® Fermion-Selbstenergie
AVAVAV AVAVAVS Photon-Selbstenergie (Vakuum-Polarisation)
AVAVAVAVAV Vertex-Korrektur

Abbildung 8.2: Elemente von 1-Schleifengraphen

Diese Graphen kénnen aufgefal3t werden als Korrekturen zimién und Photon-Propagator bzw.
zum f fy-Vertex. Sie sind allesamt divergent sind. Das liegt dadafi,diese Elemente alle proportional zum
logarithmischen Integraf %q sind, welches fuk — o divergent ist (UV-Divergenz). Das wiederum liegt
daran, dal3 die Theorie Probleme mit kleinsten Abstande(irhdimpulsraum eben mit grozen Impulsen),
die Teilchen nicht punktférmig sind.

Um diese Problem in den Griff zu bekommen, muf3 die Theorigléngewinschten Ordnung, hier
0O(g?)) Lrenormiert* werden. Dazu sind zwei Schritte durchzufir

e Untersuchung der Divergenzstrukturen durétegularisierunt}

e Beseitigung der Regularisierungs-Parameter in den palystghen Grol3en Renormierunt)

8.2 Elektron-Selbstenergie

Im folgenden werden die im Fermion-Propagator auftretaridiwergenzen untersucht. Das wesentliche
Ziel der Regularisierung ist ndmlich, die Divergenz-Stuukn der jeweiligen Graphen offenzulegen, damit
man sie spéater wegrenormieren kann.

Die Elektron-Selbstenergie ist Bestandteil des Fermiorp&yators in 1-Schleifen-Ordnung (s. Abb.
B.3)

Selbstenergie des

Abbildung 8.3: Elektron-Selbstenergie
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4 : Py

2(6) = | 100 g 00W) o
. d*k Yuky + myy!

20 = | Gy 1= (5 P

(8.1)

dabei istA # 0,A — 0O die Photonregulatormasse, die eingefuhrt wird, zur Vielliung von Infrarot-
Divergenzen. FUk — oo ergibt sich in obigem Ausdruck die besagte UV-Divergenz.dté& Regularisie-
rung gibt es drei Méglichkeiten

1. Impuls-Cut-Off|B| < A, A groB— nicht lorentzinvariant.

2. Pauli-Villars-Methode

ersetze: ! 1 c (=D A" = A>m
-m k- KRN (R_m) (kNP '
Oder allgemein
1 1 C

—

- i
kK—m  K—n? Zkz—/\Z’

wobei dieC; Konstanten sind, die so gewahlt werden, daf3 das Integrakkgiert. Evtl. muf3 man
obigen Schritt mehrmals ausfiihren, da einige Integrateadftreten kénnen quadratisch divergent
sind, d.h., nach einmaligem Addieren eines Term% sind derartige Integrale noch immer diver-

gent. Man muf3 also solange solche Terme dazuaddierennbi%d?roportionalitat entsteht und die
Integrale konvergieren.

Bei der Pauli-Villars-Regularisierung kommt eine neue Masskala hinzu (wegeX), was aber nicht
so schlimm ist, da die QFT bei derart hohen Energien scheiriblat mehr giiltig ist.

3. Dimensionale Regularisierung (hier) 1972, t'Hooft, IBo) Giambiagi (?). Der Vorteil dieser Me-
thode ist, dal sie ,elegant ist und auch bei nichtabelséientheorien ihre Giiltigkeit behélt. Der
Nachteil ist, daB sie sehr ,formal“ ist.

Die ldee ist, dal? man das 4-dim. Integral ersetzt

d*k dPk ,
/ W — / W mit D < 4 (!), so dafB Integrale konv.

Die Wirkung

s= / d©x £ ©
mufl3 dimensionslos sein, die Laduagst aber dimensionsbehaftet

da dimg =1, dim[x = 1/M, d.h. dir{t] =MP — dim[g] = M“#D)/2,
Daher

& — e P, i neue Massenskala

Somit wird also, wenn man alle ,Anderungen* zusammenfaft

d*k _ d°k
¢ [ @i — [ -
N—— ——
M4

M4
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Da man von 4 ziD Dimensionen Ubergegangen ist, missen alle bisher benu&t#3en/Formeln i
Dimensionen berechnet werden. Die Dirac-Algebr®iDimensionen lautet

Y uzoalv"'anla [wa\)] :Zguvl
1 0
-1
gHV: .. (DXD)’ g“H:D'
0 -1
Und damit (Ubungen)
w=D-1 wyay=(2-D)a,... (8.2)
Der Rest verhélt sich wie bisher, z.B.
Tr{yuyv} =49y = Tr{yuﬁyvb} = 4(ayby + a,b, — a- bgy) usw.

Regularisierte Selbstenergie

B2 540 d®°k (2-D)K+mD-1
Z(p) = Iezll4 D/(ZT[)D (kz—mz)((k—p)—)\z)

Es ergeben sich zwei Typen von Integralen

e Skalares 2-Punkt-Integral

— d®k 1 i
42 | e e g T

Aus der Lorentzinvarianz folgt, daR dBg nur vonp? abhangen kann.

e Vektor-2-Punkt-Integrdl

_ dPk k|J i
“° ) s (@ m)(k—pz-n) e PN

- 2
- 16T[( pU)Bl(p 7ma)\)

Jetzt sind zwei Schritte durchzufuhren
e Ruckfuhrung auf skalare Integrale (algebraisch)

e Berechnung der skalaren Integrale

1 Aligemeinesn-Punkt-Integral

P2

lJ44)/ d°k Koy -+ Koy
(2 (k2 —mg) ((k+ po)? = mg) . ((K+ pr+ -+ + po-1)? — M)
2(p) = 6" 155 ((2 ~ D)(~ p)Ba + mDE)
= (P (- + Zs(pd) Jys: skalare Funktionen
—— N——

Vektoranteil skalarer Anteil
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Am Beispiel wird Schritt 1 illustriert. Man multipliziertak Integral zunéchst mi# und erhalt (wenn man
den Faktop*—° weglaRt)

/ dPk k“ - pH
@mP () ((k-+ P2~ %)

i i
TegPe Bil=p.mumy)p! = s szl(rﬂ My, my)

/de k+p —mg) +m — Kk —
2 —m

D) ((k+p)? — m%)
dPk 1 de
2 (2P k2 — 2/ D (k+p2—m
~A(my) ~A(mp)
m% n12 p? / de 1
—mg)((k+ p)2 — m3)
~Bo(p?,my,mp)

A(my) ist ein 1-Punkt-Integral und beschreibt einen Tadpole fLmit einem Vertex). Damit erh&lt man

A(my) — SA(my) + WB

- pZBl(pzvmlv mZ) = 0(p27m17 mz) .

Zum 2, %chritt (Berechnung der skalaren Integrale): Mardbghdie Feynman-Parameter-Integra(gier
firn=2

1
reger L fa L
a- ) a(1—x) + bx)
! 2
16nZB°(p , My, My)
k:ﬁxp I /dxw_D./ d l
16m ) (2m)P [kz—xzpz-i-x( F - R — +ie] }2’

=k2—Q(X,p2,my,Ny)

d.h., der Integrand ist nur noch véh abhangi.

Die Auswertung erfolgt irD-dimensionalen Polarkoordinaten, dabei wird éifiek-Drehungdurch-
gefuhrt.

Eine Wick-Drehung ist méglich, wenn bei zwei Polen einerrblath und einer unterhalb der reellen
Achse liegt (z.Bk® = /P2 + m? F ig). Dann kann man namlich einen Integrationsweg wie in AbM. 8.
wahlen, der keine Pole einschliefl3t. Damit verschwindetntagral (ber diesen Weg. Da die radialen An-
teile ebenfalls fir — o verschwinden, entsprechen sich die Anteile langs derereelhd der imaginaren
Achse (bis aufs Vorzeichen), so dafl man langs der imaginériese integrieren kann.

2 Aligemeines Feynman-Parameter-Integral

Xn—2 n_1
/ dxq / dxo - - / dXn_1 - (n—1) n
[¥1-1D1 + (¥1-2 — ¥n-1)D2 + - - - + (1 — X1)Dp]

(Beweis durch vollstandige Induktion (Ubung)).
3Allgemein gilt fiir n-Punkt-Integrale

- [ 1 ;
/ [K2 — Q(xq,- .., Xn—1, P2, Pi - Pj, M1, ..., My)]

Dabei istQ eine quadratische Funktion ve, . . . , Xy_1.
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Wendet man dieses Verfahren auf die Zeitkomponente degr&itensimpulses an, erhalt man statt
eines Minkowski-Vektors (der keine positiv definite Nornt)hginen euklidischen Vektor und kann Polar-

koordinaten einfiihren.
Ok

Pol

- - - Dko
Pol

Abbildung 8.4: Wickdrehung. Das Integral Iangs der reefehse (,von links nach rechts*) entspricht hier
dem léngs der imaginaren Achse (,von oben nach unten®).

R= ()2 K K =ik, k=kKe = (K,... K21
— k=i, K= (7R K= ()R
Nach der Wick-Drehung ergibt sich
ap [ &K 1 cap [(Pke  (=D)"
g / (2P (k2 — Q +ig)n = / (2m)P (k& + Q —ig)"

Fahrt man nun Polarkoordinaten ein

r= k‘zﬁa d)a elv"weDfZa

erhalt man daraus

dPke f(k2) = [ rP~drf(r?) [ dQ®), (8.3)

fon- e

mit / dQ® / do / sinB.do, / Sin? 6,00, - / SiP 26y _,doy_, — 207 (8.4)
J J ro/2)

[ dQ(® ist die Oberflache deb-dim. Einheitskugel (Beweis voh (8.4): Ubung). Somit witdmaus((8.8)

/ Phe f(K2) R / dR%Rgflf(R) / dQ®
0

Und es ist
ap [ d°k 1 _ 4D /2 r(n*% ~n+2
40 | o @ror M e w9 8:5)

Diese Gleichung ist gultig fum € R, n > 1 bel.

Die Gammafunktion hat folgende Eigenschaften:

= / dit*te
0



8.2. Elektron-Selbstenergie 89

ist analytisch fiz € C bisaufz=0,-1,-2,....

F(x+1) =x(X) — Fakultat®, (1) =1, T(1/2)=+n
M(z—0)= % —y+0(2), y=-I(1)=0577...

1
—T(=1+2) = - +y—1+0(z) |

y bezeichnet man aBulersche Konstante

Im folgenden istD = 4 — g,¢ — 0. Das ist moglich, da die rechte Seite [in {8.5) die analitisc
Fortsetzung der linken Seite ist und die Gleichung dahepféliebige” DimensiorD gilt.
Die Integrale sind also iD analytisch fortsetzbar mit Polen bigi— D/2) =0, -1,-2,.. ..

Fir ganzzahlig® folgt weiter

D=4: (n=12) (1;2)-Pkt.-Integrale divergieren Wiﬁl—D

— logarithmische Divergenzen
D=2: (n=1) 1-Pkt.-Integralequadratische Divergenzen
~ A? bei Pauli-Villars

Allgemein: Falls die Divergenz nur b& = 4 auftritt, erhalt man eine Proportionalitét log A (bei
Pauli-Villars), d.h., eine logarithmische Divergenz. Rpiadratischen Divergenzen kann man eine Art
.Feintuning” bei der Renormierung durchfiihren, indem man@ut-Off-Parameter an die Experimente
anpalf3t.

Die Art, wie die Integrale divergieren kann man in der dimensionalenuReigierung nur ,hier* er-
kennen, da sich spater ergibt, daf3 im Prinzip alle Divergemzoportional ZL% mit € — 0 sind.

Es folgt die Auswertung der divergenterPunkt-Integrale &q, Bp) in der dimensionalen Regularisie-
rung fire — 0 (d.h.D — 4), wo mdglich (Wick-Drehung bereits durchgefiihrt).

n=1: (Q=nv?)

' . d®°k 1 il E
ﬁA(m) - *'“H/ P2 +m (411)|2u*s/2r(*1+ £/2) - (m?)t-#/2

|J-2 €/2
— A(m) = —n7¥ <ﬁ> (42T (—1+¢/2)
—_——
o5 o] )

- 2 € 2
e=0 7mz(7E Ty—1+ 0(83)) g3 log 4retlog 51
~1+5[..]+0(?)

2
= mz[é — Y+ log 4+ Iog% +1] + O(€®).

| ——
=:A

A(m)—rnz[AJrlo“—2 ] 3
— = gmz+l +0(e%) |
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n=2: Q:xzpzfx(szrmzfm%)+m§f

i T (e/2) s
e /d Tt (0

1
— By = / [— — Y+ log 4t — log %} + 0(?)
0

¢ 202 (12 _ .
— Bo(p27m1,mz)=A—/dx Iog(pX x(p ‘HTEZ mg) + mj |8>
0

analytisch durch Logarithmen ausdriickbar.

Spezialfalle: m; = m, =: m(Ubungen)

) m2 p2 p4
|p| < n?: Bo~A—|og—+6—m2+O<m4>
Bl >m’:  Bom~A- bgm|+2+n@m<—mﬂ

Letzteres heilt, daf fig? > 4n? der Zerfall nach Bymaglich ist. Der Imaginarteil in der letzten Gleichung
wird erklart durch das ,,Optische Theorem*, welches begdaf,immer ein Imaginarteil auftritt, wenn ein
Zerfall formal moglich ist.

Zurtick zur Selbstenergie: Aus (8.1) wird

3(p) = i€ 1o (P(2— €)B1(P M A) + m(4 — £)Bo(,mA)) 86)

=2g

(Beachte: Photonregulatormasse- 0, sofern mdoglich.) Dabei ist

(X8) — e — p?

5 Bo(p®, m,A)

1 1
pZBl(pza mv)\) = _A(m> - EA()\) +

2
=0f. A—0

und
5 1 :
Bi(p*,mA) = e + endliche Terme

Aufgrund dieser Struktur de; ist es einsichtig, daf man ih_(8.6) dai (4 — €) bzw. (2 — €) nicht
vernachlassigen darf, da durch die Multiplikation1/e noch endliche Terme auftreten, die letztlich zur
Physik beitragen.
__a PN 2 2 2
2(p) = — 3= P(2B1 + 1) + m(4Bo — 2)] = — [ (P — M2y (1) + (2 (p¥) + Zs(p)) | (B.7)
=2v(p?) =1Z5(p?)

Fiir die AnteileZs undXy und\ = 0 kann marp? = n¥ setzen, wahrend die Ableitungfy sim gleichen
Falle divergieren. Die Entwicklung der Selbsteneimig) um p = m(beachtep? —n? = (p—m)(p+m)
mit p + m= 2m) lautet

I(p)=3(p=m+(p—m'(p=m)+0O(p—m)?
2s(P?) = Zvs(MP) + 2m(p — m)X, (nP) + O(p — m)?
— 2(p) = (2 (P) + Z(mP) +(p — m) (3 (wP) + 2P [, () + Zs(rwP)] ) + O(p — m)?

=B =A
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Somit kann man die Selbstenergie in folgende Form bringen
%(p)=1-B+ (p—m)-A+ endliche Terme (8.8)

Berechnet man nun den Gesamtpropagator (Summation Ulien feopagator und Selbstenergie-Gra-
phen), ergibt sich
[ i [

p—m: p-m+2(p) (pP—-mM@A+A+B+---

| i N i
p—m p-—m
Das wére in Abwesenheit vad,identischfd mit (6.18).
Da aber da$8 nicht verschwindet (sogar divergent ist), liegt der Radht mehr bei der der physi-
kalischen Massen. Dementsprechend muf3 dasumdefiniert werden, um da zu kompensieren+{—
Massenrenormierung).

(i(p))

8.3 Photon-Selbstenergie, Vakuum-Polarisation

Vorerst wird nur der Beitrag von Elektron/Positron beresthspater dann tber alle Fermionen summiert.
Das Matrixelement lautet in Feynman-Eichudg 1)

q+k
o p
v M !
— q
q K

. —ig¥®
(—1Zo) ra

Der Indexy bedeutet: zum Photon gehérig. Die Selbstenergie setzvagdimmen aus zwei Termen
Zho = Gpo2'(0F) + GpQo2 -

Der IndexL bedeutet longitudinal, was in diesem Fall bedeutet, dakdadsn kompletten longitudinalen
Anteil tragt. Allerdings tragt dieses. wegen der Stromerhaltdﬂgicht zum Matrixelement bei und wird
ab jetzt nicht weiter betrachtet, d &, — 3.

Wie im vorigen Kapitel wird nun die dimensionale Regulaising durchgefiihrt

weglassen

—_—~
o = —ie?- 4. 47D/ d°k PG + 2Koks — Goo(K® + k- Q) + (Koo + KoGp)
P W) e (K —mB)(k + g — P

Der Termk,qs + Ks0p wird weggelassen, da er einen Beitragizuiefert. Betrachtet man z.B. das Integral
mit einem der beiden Summanden, erhélt man

/de Ko B (s M) = — oo
% | 2P (@ —mP)[(k+ g7 —mg ~ FEoldH MW= GG,
was somit zum longitudinalen Anteil beitragt.

Neu ist das Tensor-2-Punkt-Integral

o [ d%k koks o
d D/ (2P (K —m?) ((k+q)2 —?) 162 P

welches man wieder in skalare Integrale aufspalten kann

Boo = Gpo - B22 + Qpls - Bo1

“pis auf endliche Terme (die aber den Pol nicht verschiebedenij da prop( p — m)), dennB ist divergent.
5im Impulsraum ist die Beziehung), j* = 9, py"y = 0 proportional zuipu = 0, so dal} Terme, die proportional qusind, bei
der Berechnung des Matrixelements herausfallen.
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B,; tragt auch ZLE\L’ bei und wird demgemalf nicht weiter betrachit kann man auBg- und A-
Integrale durch Multiplikation migP°, gqPq°® zuriickfiihren. Man erhélt (Ubung)

Boa(¢?, My, mp)

11

2 B 2
=3 <§A(mz) + MEBo(0F, My, my) + M&(q{ my, Mp) + m%—;m% - %)

Setzt man alles ein und faf3t zusammen, erhalt man schheflic

2
D) = o [ (81007 ) + (@ + 2P B -

mit By = Bo(q%, m, m) — Bo(0,m,m) = [3 dx log W. Esist also
2V(e®) = o - NY(aP)
Dieses so definiertAY hat folgende Eigenschaften
o MY(0) = 5. (A —log g) = condfl.
2 4
o V(@) =MY(0) + & +0 (&), [ < n?.
o MY(g?) =NY(0) + & (% —log %) +imO(g?), |g?] > n?.

Berechnet man den Photon-Propagator (der Term proportiorg,q, wird dabei, wie oben beschrieben,
weggelassen), erhalt man

| i . —_ig%v i . i
(i )= L) = 1)

o o o 9
=—igpo?MY(a?)
hmann 19y
e s
e Z,=1-TY0) =1— %1 (A—Iogﬁf) L1438z,

— |8z, = —nY(0) |

.Graphisch* passiert dabei folgendes

e e
: :
e % e
e ) e

oW aaya
VoV OV

)

—

d.h., um den vollstéandigen Propagator (§ir~ 0) zu erhalten, geniigt es den freien ifdit— MY(0)) zu
multiplizieren.

Daraus folgt, daf? dasin der Lagrange-Dichte nicht der klassischen Ladung eictsiprda man den

FaktorZ¥ zu gleichen Teilen (jeweils/ZY) den Vertices zuschlagt, so daR sich die Ladung in folgender
Weise andert

e— e\/ﬂ.

Um dies zu korrigieren, fihrt man die Ladungsrenormierung e
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Bei der Summation Uber alle geladenen Fermionen ergibt sich
M) =y M) mitn*" = Qfm— m]
f=epntq
Fir den Quark-Anteil gilt

v _ . /ds’ eeﬁquHadroner)

DasR(e"...) bedeutet, dal man dieda¥9 aus den angegebenen Reaktionen in der Klammer bestimmen
mui3.

8.4 \ertex-Korrektur

Abbildung 8.5: Vertexkorrektur am Beispiel der Elektrarsiung

Falls p und p’ on-shell sind, entspricht der Graph (Abb.]8.5) einer ElakiStreuung.
Mit ie/\, wird die Vertex-Korrektur bezeichnet. Weiterhin wird fliedRechnung Feynman-Eichung
& = 1 angenommen. Durch Anwendung der Feynmanregeln erglbt sic

. , k. [ . i —igPo
ieAu(p, p) = / 2 ke m Kk —m ieYo 7z

:i6e3/ d' Yo R "
2m4p —K-m p—K-m kZ—)2

Somit erhalt man in der dimensionalen Regularisierung

. a4 d k 1 1 1

Dabei wird, sofern mdglich die Photonregulatorma?sse 0 gesetzt.

Au(p, P) = Au(p,p) +Aup, ) — Au(p, P)
N—_——

divergiert f D—4  =Afin(p,p) endlich f D—4

Die Berechnung voA™ ist ein ,technisches Problem” und sehr aufwendig. Die Bemeag vonA(p, p)
ist ,technisch machbar*, wirft aber ein prinzipielles Pier (Begriff der elektrischen Ladung) auf.

8.4.1 Berechnung vom\(p, p)

BenutzH
1 1 a1
p—k—my“p—k—mf ophp—K—m’

7Zum Beweis dieser Identitat betrachte man zwei Matrikefy 1
0=0E=0AA= A HA+AIZA — —gA 1 =A19AA?
Setzt man fiA = p — K —m, also furA=t = (p — K — m)~* ein (und beachtefA Yy, folgt die Behauptung.
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0,40 / dPk 1 1
Au(pa p) - apullf H (ZT[)Dpr — K — mVp K2 _ A2
(;:ﬁ y 3
— ® ° Au(p, p) = a—puZ(p) Ward-ldentitat

(8.10)

Diese Ward (-Takahashi)-Identitat wurde hier bei eineriReag auf 1-Schleifen-Niveau gefunden,
gilt aber in allen Ordnungen (s. auch Kap.18.7). Sie folgethein aus der Symmetrie der Elektrodynamik
(Stromerhaltung).

84 0
Au(p.p) B 3 (PZv(p?) + mzs(p?))
Durch Ausfilhrung der Ableitung und Festlegung der Impulskedie Massenschalg — m, p> — n?,
erhalt man Elektron-Streuung fiir Impulsiibertrggg — 0. Das ist nur fir Photonen kleiner Frequenz
moglich und beschreibt die klassische Streuung von Liclilaktronen (Thomson-Streuung).

Fuihrt man eine Gordon-Zerlegung durch, erhélt man

_ [(p+p) i ,
Uy,u=10 4“+§n0w(p —

. i
- P |u mito = 3 e v

Fur p = p’ ist damit 2ny, = 2p, und deswegen

—| Au(p, p) = Vu(zv(mz) + 2m[Z(/(n12) + Z/s(mz)])

AP, P) = Yilo, Ao = Zy(mP) + 2m[=, (nP) + Zg(mP)] = —% + endliche Terme

N\ hat eine Singularitat fib = 4. Der Gesamt-Vertex bis 1-Loop-Ordnung ist alsofte p’

+
¢?=0, p=p’, on—shell
= Ie(l + /\O)yua

wobei/\g der KoeffizientA in der Entwicklung (wegen der Ward-Identitit (8.10), s.u.)
3(p)=B+Ap—m+0O(p-m? mitl-A=2Z
Zeo ist das Residuum des .
DasMatrix-Element des Gesamt-Vertex ist endlich, denn

@) = ...U(p’)/\ﬂ”(p, p)u(p)
+U(P)Aoyuu(p) o
+alp () (V2 } 1(P) (Do + Zg)u(P)

=1

Begriindung, dag + Z, = 1:
Das Residuum des Elektron-Propagators liegiZge: 1 — A. Betrachtet man nun die Ward-ldentitat

(8.10), so folgt
d
Au(P, P) = Yu\o(P, P) = a—m,z(p) =AY
—> — N+ Ze=No+1+8Z.=1
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8.4.2 \Vertex beip # p/

Man betrachtet den Vertex mptund p’ on-shell, € e~-Streuung bei? = (p—p')? < 0,e"e -Erzeugung/-
Vernichtung fiirg? > 0). Zur Kovariantenzerlegung vaky,(p, p') benétigt zwei Proportionalitatsfaktoren,
die sog. Formfaktoren (wegen der Paritéats-Invarianzirkéneys-Terme).

(P+ P

Au(p, P) = FL(PP)yu + Fa(0F) >m

D (E() + (@) - %1% (p = p)" - Rl
—— S~——

=R (q?) Fu(a?)

aquivalentA,(p, p')

Die F;, F, mul3 man nun aus dieser Gleichung (mittels Kontraktion mitchickt gewéhlten Vektoren)
ausrechnen (dabéi(8.9) benutzen). We@en[7.13) ist
a
RO)=-5- (9=21+3), K@) =R(O)+K()-FK(0) (8.11)
—— ————
=No =R ()

Fir|g?| > m? wird der magnetische Beitrag vernachlassigbar, d.h. esmearcht nur noch den Formfaktor
R/ zu beachten.

0| < M Fo(q?) = — & + -

2n

- () o)
+ %Iog <r(:]22> +%Iogz <g]22) + % 2+O<222)}

g? > 0 : anylytisch fortsetzen ig? mit n? — ig, A — ie — mR, # 0, ¢ > 4n? oberhalb kinematischer
Schwelle (Schnittregeln, wenn kein Prozel3 erlaubt)

Zur technischen Berechnung:

— Dirac-Algebra zur Umformung des Zahlers benutzen
pu(p) =mu(p),  T(p)p' =mu(p)

— Tensor-Integrale (vom Type der 3-Pkt-Funktion; bisher dreur explizit nur 2-Pkt-Funktionen be-
stimmt)

. 17 kuv kaV
Co,C, G = / (k2 — )\2)((k_ p)2 — mz) ((k— p)? — m2)

— algebraische Ruckfuhrung aBfFunktionen und,

Cu = pCui + pCr2
Cuv = PuPvCa1 + PuPCaz + (Pl + PyPyL)Cas + GwCos

— Berechnung vo&, (Ubung, viel SpaR)
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Anmerkungen

1. Auch nach der Kompensation defelDivergenzen durcEe-Faktoren im Matrixelement, bleibt die
Singularitat furA — 0 Ubrig (IR-Singularitat, wird spater behandelt)

2. Fur Fermionen der Ladun@; und Massem; gilt

Ay — QiAs(M—my), Z — QFZ(m— my)

Die Divergenzen bei der Vertexkorrektur heben sich alsogeisehen gegenseitig auf, Ubrig bleiben nur
die Divergenzen der

¢ Photon-Selbstenergi@(0) — &2z, und der

e e-SelbstenergieB-Term:Z(p) =B+ A(p+m) + - --

B = m(Zs(n?) + 2y (m?))

Wie man diese Divergenzen beseitigt bzw. umgeht, besdhteitfolgende Abschnitt.

8.5 Renormierung

Der Elektron-Propagator (aufsummiert Gber die einzelrghs$energien) lautet

p-—m+2(p)  (p—m(1+A)+B+0O(p—m)?

Der Pol liegt demnach nicht mehr bpi— m. Da aber diese Polstelle laut Kéllen-Lehmann bei der physi-
kalischen Masse liegen sol{ = n?), muR man bisher einen konzeptionellen Fehler begangeanhab
Das liegt daran, dal3 man so naiv war, den Massenbegriff aus derschulphysiK zu tlbernehmen!

Diese Situation erfordert also ein ,Umdenken‘:

Massenrenormierung

Der Parameter in der Lagrange-Diclitgep ist nicht die physikalische Masse, sondern eine formale GroRe
mit der Dimension einer Masse, die sagckte Masse g Diese Grof3e ist unphysikalisch. Man unter-
scheidet zwei ,Renormierungsverfahren*

e additive Renormierung:

My = MR+ Om, Om: Counter-Term

o multiplikative Renormierung

om
Mo = Zm - Mg~ (1+ 8Zny) - Mg, OZm = P
(dabei bedeutet der Indék,renormiert".)
In der Stérungsrechnung erhélt man in der Bornschen Nagenyr= mg, d.h., die renormierte Mas-
se entspricht der physikalischen. Bei Loop-Rechnungenaat zur renormierten Masse jeweils einen
Counter-Term in Abh&ngigkeit von der Loop-Ordnung zu awtie

Da die Lagrange-Dichte verandert wurde, ergibt sich eineteynman-Regel (2-Punkt-Vertex)
Loep = P(id — (Mr+3M) Y+ - =P(id — mg) Y — dmPy
N——

neu

— =>X——=>— —idm
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Der Propagator (aufsummiert bis 1-Loop) ist somit

.%_{;\:71%.%%4

pP—-mr  p— mR p— mR p—me 43 — MR
i 1
= 1— (iX(p) — dm
,IZ—mR< (=(p) )p—mR>
Entwickelt man dies wie Ublich in eine geometrische Reiher @grwendet gleich £ x = l+x (in 1-Loop-

Ordnung), erhalt man
i i
. -
p—mr+Z(p)—dm (p—mg)(1+A)+B—0m-+ O(p—m)?

Fordert man nun

on-shell Massenrenormierungs-Bedingung
so entspricht die renormierte Masse der physikalischgr= m, da der Pol des Propagators wieder bei
p? = m = n? liegt.

Aus dem Dirac-Propagator kann man nun deffaktor des Elektrons (nach Kéllen-Lehmann das Residuum
des Propagators) bestimmen

Z,
p—m

S=—— (1 A+ endhch)

l
’ _>5Ze:_
p—m p

A
m

Die Divergenzen idZe = —A und/\g = A heben sich bei der Berechnung d&Matrixelements heraus
(s. Kap[8.4.1).

Betrachtet man nun ein beliebiges Matrixelement auf 1-ENoau mitN;, der Zahl der inneren und
Na der Zahl der au3eren Fermionliniela(gerade), dann ist die Zahl der Vertices= N, + % und man
erhalt

von jeder &uBeren Linie $3Z ausv/'Z
von jeder inneren Linie &Z¢ — Divergenz =0
von jedem Vertex No

Beispiel: Compton-Streuung

In der Bornschen Naherung ist die Compton-Streuung durdh[AHd auf gegeben. Die divergenten
Anteile in den in Abb[ 816 abgebildeten Graphen heben sigeigeitig auf. Ubrig bleibt die Divergenz
der &uBeren Photon-Linie.

>—< -3Z, = Born- [—MY(0)]

Diese Divergenz wird mittels der Ladungsrenormierung gfisc.

8.5.1 Ladungsrenormierung

Die (klassische) Ladung des Elektroms= v/4mo mit a ~ 1/137, der Feinstrukturkonstante ist z.B. via
Thomson-WQ melbar

on~¢ (2)

(e/mmilt man auf anderem Wege, etwa durch Messungen von Krunsradign im Magnetfeld).
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Au(p, P+ K)2Au(p, p) + AL (P, P+ K)
— ————
=Yu/\o endlich

Kk p+ k %
AP+ K, ) =Au(P, P)+AN(P + K P)
——
=Yu\o
>.{::L<+>+< dZ.- Born, Rest endlich
- ( )?

aufere Linien

=1+8Z,

Abbildung 8.6: Die Divergenzen in den angefihrten Grapledyeh sich gegenseitig heraus (nach Massen-
renormierung).

{&

Der Thompson-WQ ist der Grenzfall — 0 des Compton-WQ

w—0
Ocompton — OThomson

Betrachtet man nur die Bornsche Néherung, stellt man fe&t,alidey, die elektrische Ladung folgt.
Nimmt man jedoch zusétzlich das 1-Loop-Niveau hinzu, ¢rnahn

>++>W_ﬁ+>+.5ze >+6§

=Born(Ag+0Z¢)=0

Die Ubriggebliebenen Terme lauten ausgeschriebgn-¢f. p’ d.h.q — 0, Thomson-Limes)
. 1 . 1y
u(p)ieyy ( 1+ Eézy u(p) =u(p)ieyu( 1 - EI‘I (0) Ju(p)
d.h.: e— e<1 — %I‘IV(O))

Folgerungen

Der Parametee in der Lagrange-Dicht€ qep ist nicht die physikalische Ladung des Elektrons, sondern
eine formale (unphysikalische) Grof3e, die nackte Ladwng

e Additive Renormierung

& = er+ 0e O . Counter-Term

¢ Multiplikative Renormierung

=2 ep=(140L) er, 8=

218
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In der Lagrange-Dichte wird also die Ladung durch die natkigunge; ersetzt, was wiederum zu einem
neuen Vertex fuhrt

Py WA = ery WA" + SePyA!
— neuer Vertex 15y,

In Bornsche Naherung ige = 0O, in den héheren entsprechedel= 2. ), wobeid® von der Ordnung
a' ist.
Zahlt man nun zu dem ,normalen” Vertex den Counter-Terminjezhalt man fiico — 0

. 1 oe
apieyu(p) (1- 50+ 5 )
——_— ———

— liefert 0Th~§4,}
1 wenn %e - %I‘IV(O)

Die Formel in dem Kastchen ist dien-shell Ladungsrenormierungs-Bedingumas bedeutet hier, dal3,
sofern diese Bedingung erfullt ist, die renormierte Ladagder physikalischen Ladurgentspricht é =
er)- (on-shell bedeutet in diesem Zusammenhang, dal diegul3apulse on-shell sind.)

Summiert man nun alle Graphen (die normalen und die renatenieauf, erhalt man Abb. 8.7.

w—0
——
p P
M (14 8Ze + 02y)
K\,
k"
H M -Born
54—72—/ >—£< 2. A - Born
>&~< >+< &Ze - Born

Abbildung 8.7: Zum Compton-Thomson-WQ

Daraus folgt, daf? die 1-Loop-Compton-Amplitude &iir— O in die Born-Amplitude und damit der
Compton-WQ in den Thomson-WQ Ubergeht.

Es gibt ein Theorem, was eben dies besagt (von Jauch undd¢thrl

Der Compton-WQ geht im klassischen Lim@s— 0 in den Thomson-WQ uber (und zwar
jeder Ordnung), sofern die on-shell-LadungsrenormiestBegdingung erfiillt ist.

n
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Daraus folgt, dal’ die Quantenelektrodynamik einen klelsis Limes (klassische E-Dynamik, Maxwell-
Gleichungen) hat.

Anmerkungen

1. Der Wert voreist unabhéngig von der Ordnung der Stérungstheorie (Thegon Jauch und Rohr-
lich).

2. eist universell, dae/e = 1MY(0) nur abhangig vom Photfn

Durch die Einfihrung der Counter-Terrde, dm sind alle S-Matrix-Element&;; in 1-Loop-Ordnung end-
lich fir D — 4.

Fur die Fermion- und Vertex-Beitrage wurde oben bereits@ancellierung” der Divergenzen gezeigt.
Fur die Photon-Beitrage folgt nun, da jede duRere Photaielan einem Vertex und jede innere an zwei
Vertices endet

o 1 e
auRere Linie: \/Z, ~ <1+ 5%+ g) -Born=1-Born

, - oe
innere Linie: <1+ oz, + ZE) -Born=1-Born

8.5.2 Feldrenormierung

Nach Durchfiihrung der Parameterrenormierumgg] sind dieS-Matrix-ElementeS;; endlich. Die Propa-
gatoren selbst, die Vertices héherer Ordnung und die Sslbsjien sind jedoch noch immer divergent.

>%(p) — dm= A(p — m) + (endlich
2V(¢f) = o (MY(0) + M¥(cP)).

A und NY(0) beinhalten die divergenten Anteile. Die Divergenzen singpprtional zup bzw. ¢?. Es
mussen also weitere Counter-Terme eingefiihrt werden ieiBidergenzen absorbieren

Z%(p) — dm+ dZ5(p — m) = (A+ 3Z5) (p — m) + (endliche Termg
und

(o) + 82§ = q?(MY(0) + 824 + V().
Diese Terme folgen aus folgender Modifikation der LagrabDgshte

L L+ SZ80(id — M + 6ZZ(—%FWF“")

Die Bedeutung dieser neuen Faktoren ergibt sich aus rigdrektoren, 1+ 825 =: Z§, 1+ 8Z) =: Z},
welche demnach wie folgt in der Laagrange-Dichte vorkommen

- 1
Lqeo — Loep = Z3Y(id — mo)y — ZZZRFH + -
Das entspricht der multiplikativen Feldrenormierung
W= VB, A=A
8Wegen der Ward-Identitét

aipuzm) — Rolp.p)

folgt Ap = A. Berechnet man nun wieder den Vertex mit allen Korrektueghélt man, da sich di&g und 6Z.-Terme gegenseitig
wegheben, da'?ge = f%ézV. Da das aber nur vom Photon-Propagator abhangt, ist dienigaguniversell”.
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Eine andere Interpretation besagt, dal3 die Feldégis, ,nackte Felder* Aﬁ, ) sind mit

W= VZr A \/ZA

(IndexR bedeutet ,renormiertes Feld".)

Das Rezept zur Behandlung von ,allen* Divergenzen ist diésfallung einer Lagrange-Dichte mit
.hackten“ GréRen (aus der dann auch die Massen- und Lademysnierung wieder folgt) auler im
Eichfixierungs-TermA &qtq”), der ershachder Renormierung hinzugezahlt witld

Loep = Loen(€o, Mo, WP, AS)

Entwickelt man das bis zum 1-Loop-Niveau, erhélt man dieugmé in Abb.[8.8 dargestellten 1-Loop-
P
—=>—X——>— i(-dm+8Z (p—m))

q —
ANNAANNAN i (79“\} q2 + q“qv) . 62\2/

e VaVaVaVaV.
AV VAV

. de 1
|eyu<€ + 825 + 562‘5)
—_———

22621

Abbildung 8.8: 1-Loop-Feynman-Regeln (Counter-Termehndassen-, Ladungs- und Feldrenormierung

Feynman-Regeln (Counter-Terme). Demnach ist

Z5\/Z) = eZ. (8.12)

Der FaktorZ; ist dabei so definiert, dal3 er die komplette Vertex-Renaumig (Renormierung der Felder
am Vertex und Ladungsrenormierung) enthalt.

Die renormierten Selbstenergien lauten nun

ZR(p) =Z(p) —dM+8Z(p—m) = (A+3Z5) (p—m)+- (8.13)

or[a5=—A
(M¥(0) + 82} + M¥(cP))
[Y(g?), wenn|8Z) = —Y(0) (8.14)

Sh(o?) =

q2
q2

Es handelt sich bei den Kéastchen wieder um on-shell-Reoumgsbedingungen, d.h., die Propagatoren
verhalten sich in der Nahe der Massenschale wie freie Patpemn

Die renormierten Vertexkorrekturen lauten somit

o
~ A A ~N A A - oe 1
a3 K sy (B )
N , e 2
endlich
p =075

Au(p, p) + YudZ; = 0
Mit diesem Ergebnis folgt, dal3 jede 1-Loop-Green-Funké&odlich ist.

Swegen einer Ward-Identitat
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Die renormierten Propagatoren sind

L(l—zR = )*’H’" ! 14 p-mt-) Res=1
p—m p—m p—m \\,O_/

1 ~ 2.0 1
—(1-nv 2)‘*__>_ Res=1
q2< \\(r?_l g2

=R

Damit kann man als Regel fiir die on-shell-Renormierundiéasn, dal keing’Z-Faktoren an die duReren
Linien in S;; zu schreiben sind (da diese die Counter-Terme zu den inhériem und Vertices annullieren).

Es folgt einSatz

Die Feldrenormierung &ndert die physikaliscl&Matrix-Elemente nicht, egal,
wie die Z; festgelegt sind.

Zur Beglindung betrachtet man ein 1-komponentiges Skalapf®)

P(X) = VZa@r(X) Feldrenormierung
lim @ (x) = @cpint(x) schwacher Asymptotenlimes
ou

t—Foo
i _ %,
Jm, 609 = /7, - @)

To(X, -, %) = (0] T@(x1) - - - (%) [0)
Thr(X1, - -, %) = <0‘T(PR(X1) ‘ (PR(Xn)|0> = (22)7n/2T“(X17 e %)

Fourier-Transformation liefert die renormiernePunkt-Funktion im Impulsraum in Abh&éngigkeit von der
,hormalen*

TR0, - - ) = (Z2) " Tn(0, - - ) (8.15)

DasS-Matrix-Element ergibt sich via LSZ-Theorem zu

W= (T“(ql’ -+ On) (G — ) - (6 - mz))on—shell. (WF)™ (\/—12)

S(f?) - <\/%> (WF)n (Tn,R(le ceey qn)(q% - mZ) o (qﬁ o mz))on—shell
—8Y =57  (unter Benutzung von (8.15)).

Als Konsequenz dieser Gleichheit kann man imidgr= Z, wahlen, d.h. imS-Matrix-Element tritt kein
V/Z-Faktor mehr auf.

Bilanz:
e Bei der Feldrenormierung bleibt die Physik unverandert.

e Bei der Parameter-Normierunm(e) ist die Zahl der Parameter fest, d.h., man bendtigt in dérehd
ren Ordnungen keine zusatzlichen Parameter, die Vorheksait bleibt erhalten.



8.6. Andere Renormierungsschemata 103

8.6 Andere Renormierungsschemata

Die Minimalforderung, die man an ein Renomrierungsscheliea muf3, ist die Absorbierung der Diver-
genzen durch Counter-Terme und die Verfiigbarkeit tber wii#icghen Terme, aus denen die eigentliche
Physik besteht.

Je nachdem, wie man renormiert, erhdlt man eine andere Bedpder Parameter (s. Massen- bzw.
Ladungsrenormierung). Betrachtet man z.B. die renormigeibstenergie (3. (8114))

a (/2 113 .
ZR() = o - (MY(F) +323) = o {ﬁ (g ~ Y+ log4n—log 5 + 82 + ﬂv(qz)) } :
so gibt es zwei Moglichkeiten, die besonders hervorzuhsbeh
e Minimal Subtraction (MS-Schema)
20 1

o) = “an e Ths(a?, W)

¢ Modified MS (MS-Schema)

a

2
o3y = ~3n <E —y+ Iog4n) — 2 (0, )

Die Parameter kann man willkirlich aufteilen

My = Mg + OImMg € = €er + O€R.

Dann sind diemg und eg durch MeRvorschriften festzulegen (z.B. durch Messen em®bservablen,
die vonmg, egr abhangen. Die gefundeneny und eg in Abhangigkeit vonm und e auszudriicken bzw.
umgekehrt ist in jeder Ordnung mdglich (Ubung).

8.7 Ward-ldentitaten

Aus vorhandenen Symmetrien (Eichsymmetrien) folgen Relah zwischen Green-Funktionen. Diesbe-
zuglich kann man in der QED zwei Wege beschreiten

1. erhaltener Strord,Jim = 0 — W.I. (Ausnutzung der Invarianz unter globalé(1)-Transf.¢ —
€%y, a = conste R)

2. BRS-Symmetrie— W.I. (lokaleU (1): ¢ — €@y und A, — A, + d,\) verallgemeinerbar auf
nichtabelsche Symmetrie.

8.7.1 BRS-Symmetrie

(nach Becchi, Rouet, Stora). Die QED-Lagrange-Dichte kaan aufspalten in einen Teil fur die Eichfi-
xierung und den Rest

Loeo = B3~ M-+ A — FFuF¥ — o (B

—_———
=L =L

L1 istinvariant unter lokalen Eichtransformationgil)
P(x) — W(x) -4 A = Aux) +0,a(x),  a(x): Skalar
Die infinitesimalen Transformationefiu(x) = Bw(x), O(8)? ~ 0) lauten

W — (14 iebw(x))Y =Y+ oY Ay — A+ B0,wW(X) = Ay + 0A,
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In der erweiterten Lagrange-Dichte addiert man nun eineiteves Term hinzu, der die Physik jedoch
unverandert laRt.

1
S = "
L=l L (002 + 5 (0uw)(0"w)
w(x) ist ein neutrales Skalarfeld mit Masse=0. Man baut alsowgitere dynamische Variable ein, welche
ein formales Hilfsfeld darstellt. Die Bezeichung lau@eistfeld Dieses Geistfeld hat keine WW, daher
beschreibfl das gleiche phys. System.

BRS-Transformation

Unter einer BRS-Transformation versteht man folgenddseneler ,normalen“ Symmetrietransformation
U (1) wird noch das Geistfeld transformiert

Y—-yP+oP, A — A +0A, W—w+Ow

(8.16)
oY = iebw(x), dA, = B9 wW(X), dw = —%(OHA“)G

Unter dieser Transformation itbzw.S= [ d*x L invariant. (Beachte dabgidy(d,A")(d"w) = — [(OA”)(Cw)
Es folgt, daR die Greenschen Funktiof@fT ... y... ... A,...w...|0) ebenfalls invariant sind, d.h.

3OT...p...P...A;...w...[0) =0 Ward-Identitét.

Von besonderer Bedeutung sind der Photon- und FermioraBetpr und der Vertex

1. Photon-Propagator

£ 8(0[TAow)[0) P2 o(o[Tapwoow(y) o) — F0(0ITA XA )0
=0 (0| Tw(x)w |o>e——a (0|Au(x)A”(x)|0) &
=iD(x-y) =iDyY(x-y)

D(x—y) ist der freie skalare Propagator (hier fur masselosegld),D,, (x—Y) der freie Propagator
fur Vektorfelder. Man hat also

1
E‘%DW(X -y) =

woraus durch Fouriertransformation im Impulsraum folgesnaird

— 6ﬁD(x —-y) —

i 1 H
T E'QVDW(Q) =0 —|0'Dw= f% :
das bezeichnet man alsansversalitdtsbedingung des Photon-Propagatotsvohl sich daraus ei-
gentlich die Transversalitat der Photon-Selbstenergiédogr Mit dem AnsatzD,, = A(q)0w +
B(0)a.qv geht man in diese Gleichung ein und erhélt

TPy
Dy = < O + q:f“) f(?) — qq‘j (8.17)

=], T: transversal

Der hintere Term ergibt sich aus der Eichfixierung und iseliefin niedrigster Ordnung vorhanden.
Der vollsténdige Propagator via Stérungstheorie berachmeet

QHQV 1 1 unv
Dy=1(-— — — 8.18
W ( G "2 )q21+ﬂ(q2) R (68.18)
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Die Selbstenergie ist dabei
Zw = (— G + 0y (0P),

d.h., der Counter-Term aus der Feldrenormierung
(—gwd” + quan)(Z3 — 1)

wird nur benétigt, unl; zu kompensieren, d.h. man benétgine Feldrenormierung in L.

Der Eichfixierungsterm ist bereits in der niedrigsten Orn{B.17) vorhanden und in den héheren
Ordnungen kommen nur noch transversale Terme hinzul (&8jer kanrLsx nicht zur Renormie-
rung beitragen (da in Born-Ordnung nicht renormiert wird).

2. Vertex und Fermion-Propagator
3(0[TW(X)W(y)w(z)|0 >
= ie(0[ TW(X)W(X)B(y)w( )!0> — ie(0| TW(X)W(y)w(y)w(2)|0) — %<0!TLIJ(X) y)0,A(2)|0)

= ie(0|TW(X)W(2) |0) (O|W(X)W(Y)[0) e « G
— ie(0|Tw(y)w(2)|0) (0| Tw(x)W(y)|0)

1
- FOTe%2)

Die einzelnen Graphen ergeben ausgerechnet

(
(

/ d*xd*yd*zD(x — 2)S(x — y) - €DK = (2m)*6¥ (p — q + k)D(K)S(p + k)

/d4xd4yd4zD( — 2)S(x — y)dP¥D — (2m)*5%) (p — k + q)D(K)S(p)

d'p d*q dK e v
U — p'x-1y+K2) sS4 _ o Nl )
(%Y, 2) / 2 (2 (2n>4é 3'(p —d +K)t3(p, d,K)

Beachted|{'1; — ik}, so daB
/ d*x / dy / oz dPakA 921, (x y 7) = (2108%(p — q + K) (—iky)T4(p, . K)-

Damit wird

— | D(k)[S(p+ k) — S(p)] = Ekurg(p,q)

p+k=q

Es ist
15(p, g, k) = iDM (K)iS(p + K)ilyiS(p) mitily = ie(y +Ay)
s ~ D = &1 — D) =
Betrachte
S(p+ k) — S(p) = —k'S(p+ K) (W + Av)S(p)

Multipliziert man diese Gleichung von links mt*(p + k) und von rechts mi§*(p), erhalt man

— S p+k —Sip) =K(w+A)=KT,|  Ward-ldentitat
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EsistS(p) = p — m+ Z(p), so dalR man obige Gleichung leicht ersetzen kann

_>\ S(p+k) —Z(p) = KA, (8.19)

k—0

k=0 Ay(p,p) = (% (vgl. S[93, GI.[81D). (8.20)

Bisher waren alle Felder unrenormierte Felder und damiVded-Identitdten unrenormierte Ward-
Identitaten. Die renormierten Ward-Identitéaten ergekieh durch die Einsetzung der nackten GréRRen in
die Lagrange-Dichte

y— \/ZgljJ, A — \/Z\ZIAH’ €0, Mo
Setzt man dies alles in die Lagrange-Dichte ein, erhalt man

nicht renormieren

L:zerp(la Mo + e—; A)w—zg}F FW - (aA) E(aw)(a“w)
2 Zze 4W ZE W 2 3

lokal U (1)—eichinv. f. e—>e%

BRS—invariant

Beachte: statt eine® - \/Z} steht in obiger Gleichung wegen (8112) der Falaé;.
Damit erhalt man die ,renormierte” BRS-Transformation wie renormierten Ward-ldentitaten

oP =i <e§l> ewy, 0A, = B0,w, ow = 1
2

£ (A0

— B (S~ ) —ler|

M=Tu-Z1, SK'(p) = p— m+ Zr(p). Weiter ergibt sich

=725 —e=¢e\/2),

Zu Begriindung betrachte man
SHp) =p-m+c(p—m?+. .
Z(Yu+N\) =Yut /\f'”(p +k, p)+ Frznowk“
\—v—/

on— shelb k“-(“A):O

k—0

YK + -+ k0, 0

n )
Al (k2) A )

k+ck2 = e(K+KN(®) = |z =Z5|

d.h., die Ladungsrenormierung ist universell durch diewak-Polarisation festgelegt.

Anmerkung

Die Ward-Identitaten folgen auch aus der Stromerhal@jijim = 0 (entsprichend einer globaléh(1)-
Symmetrie) und gelten auch fiix, # 0, d.h., wenr (1)-Symmetrie vorliegt, ist die Theorie renormierbar
auch bei massiven Vektorbosonen. Gilt aber nicht mehr lohitabelschen Theorien.

8.8 allg. Betrachtungen z. Renormierbarkeit

Gegeben sei eine Lagrange-Dictite= L(@, m, g), wobei @ Feld(er) sein soll(en)m Masse(n) undy
Kopplung(en).
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1-PI Vertex-Funktionen

(1-PI: one-particle-irreducible). Es handelt sich dabmiamputierte, zusammenhangende Green-Funktio-
nen, die nicht zerlegbar sind durch ZerschneidigerLinie z.B.

»JH:EL%W%:ww ww«§ sind 1-P|
wv@ ~~~ - nicht 1-PI

Die Divergenzen treten auf in den 1-PIl-Diagrammen, man\vat Schritte (evtl. wiederholt) zu tun

1. Schritt Isolierung der Divergenzen in 1-Loop in den 1MeHexfunktionen— Addition eines Sat-
zes von Counter-Termen, der die Divergenzen absorbiert.

L—-L JrAL(l) = £/<1>

2. Schritt Ausgehend vofi ;) — Isolierung der Divergenzen in 1-pl auf 2-Loop Niveau. Adufit
eines neuen Satzes von Counter-Termen

L — L +ALp

iteriert

Auf die Frage, wann eine Theorie renormierbar ist, lautetAtitwort, wenn die Zahl der verschiedenen
Typen von Counter-Termen beschrénkt ist.

Es gilt (hach Bogoliubov und Zimmermann)

Bei den 1-Pln-Punkt-Funktionen ih-Loop-Ordnung, die sich aus der Lagrange-Dichte

ergeben, ist der divergente Anteil ein Polynom in den au3enpulsen.

Das liegt daran, daf3 die in derPunkt-Funktionen auftretenden Zeitordnungen+ @-Funktionen) fur
gleiche Zeiten diivergieren ,und daher* proportional zléitung der Delta-Funktion geschrieben werden
koénnen. Fouriertransformiert man diese Terme, ergebénsipuls-Polynome .. .

Beispiel:
~ bl ~IN o oo
Y 2 Iadiiel f “E
‘ A_,_Lﬁ
S .
L -

SV S S S S SR S A

a b a by ;
=2 + - +p (? + ?) + endlicheTerme
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Oberflachlicher Divergenzgradd

Es gebel Schleifen, d.hL Integrations-Impulsé [ d*q
Ig sei die Zahl der inneren Bosonlinidg- q—12

Ig sei die Zahl der inneren Fermionlinidn - é

Oberflachlicher Divergenzgrad— |[d =4-L— 21— I

d sagt allerdings nichts Gber das tatsachliche Divergehzltem aus. Es gibt jedoch ein Theorem von
Weinberg, welches besagt

Ein Diagramm ist konvergent, werth < O fir des Gesamt-Diagramm urd < O fiir jedes
Unterdiagramm

(Die Unterdiagramme ergeben sich dabei aus dem urpsriieglidurch ,Festhalten” eines oder mehrerer
Impulse.)

Die Umkehrung besagt also, wenn nur fir ein Unterdiagragnga 0 gilt, so ist das gesamt Diagramm
divergent.

Primitiv divergentes Diagramm

d.h., fir alle Unterdiagramme idt< 0, aber firs gesamte Diagrammdst O

Wenn also eine Theorie if. — 1)-Ordnung endlich ist (d.h, alle 1-PI-Vertexfunktionendsendlich), dann
sind die Divergenzen ih-Ordnung primitive Divergenzen und es sind nur endlichevi€bunter-Terme
notwendig, wenn die Zahl der primitiven Divergenzen besnkt ist.

Eine Theorie, die nur endlich viele primitive Divergenzariveeist bezeichnet man afpwer-counting-
renormierbar . Derartige Theorien miissen allerdings nicht unbedingsiiayisch sinnvoll sein (z.Bg?,
H nicht nach unten beschrénkt)

Beispiel QED

Bestimmed = 4L — 2lg — I¢. n Vertices mit je einem Boson und zwei Fermionen, innere lomet je 2
\ertices

e +E
N=2lg+Es — 2lg=n—Es und n:%—QIF:Zn—EF

| = Ig + If ist die Anzahl der inneren Linien, d.h. es glbinterne Impulse. Davon mufd man— 1 mal
Impulserhaltung €1 fur globale Impulserhaltung) abziehen und erhélt samit | — n + 1 Integrations-
impulse. Setzt man das alles ein, erhalt man den oberflaemibivergenzgrad zu

— d:47EBngp,

d.h.d ist nur abhéngig von der Zahl déufRerenLinien und nicht vonn, der Anzahl der Vertices. Aus
diesem Grund gibt es nur endlich viele divergente Diagranalieeman mit endlich vielen Counter-Termen
absorbieren kann. Waie abhangig vom (wie z.B. bei(pﬁjﬂ kann man durch Einfligen neuer Vertices
beliebig viele zusatzliche Counter-Terme erzwingen; diedrie ist nicht renormierbar.

Man erhélt die in AbH. 819 abgebildeten primitiven Divergen Eine Theorie mit massiven Vektorbo-

10Bei ¢f ist der oberlachliche Divergenzgrad

_ 2lg+Eg _ Es
nfT—HBfSnf >

L=Ig—(n—1) H‘d(pa:4|_72|3:4+2n753




8.8. allg. Betrachtungen z. Renormierbarkeit 109

Eg =0, Eg =2
) Es=1 E=2
Y Eg=4, Ef=0 konvergent wegen W.I.

Abbildung 8.9: Primitive Divergenzen in der QED.

sonen z.B. massive QED ist auch power-counting-renorraierb

. 1 quQv
Propagator.fmassive Vektorbosonea P (—gw + W)

(weil der massenabhéngige Term im Propagator wegen dem&thaltung nicht beitragt). Bei (1)-
Symmetrie folgt Uber die Ward-Identitaten die Renormiekbéi.

«(())m
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