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Kapitel 1

Normierte Riume, Hilbertriume,
Fourierreihen

1.1 Metrische Riaume

Beispiel 1.1.1 Man wihle in der kartesischen Ebene einen festen Punkt z(, nen-
ne ihn , Paris“ und definiere den Abstand d(z,y) zwischen den Punkten z und y
folgendermaflen: d(x,y) sei der euklidische Abstand zwischen x und y, falls beide
Punkte auf einer Geraden durch x, liegen, andernfalls sei d(z,y) die Summe der
euklidischen Abstédnde zwischen x,xy und xg,y. Zeigen Sie, da} hierdurch eine
Metrik auf IR? erklért wird, , Metrik des franzosischen Eisenbahnsystems®.

Beispiel 1.1.2 Sei d(z,y) eine Metrik im IR". Die Menge
Uc(xg) :={x € R"; d(x,x0) < e}

heifit die offene ,,Kugel“ mit Radius € um zg. Zeichnen Sie die Kugeln

(o)) () ()

1. dy(z,y), der euklidische Abstand von z,y € R?,

fiir die Metriken

2. di(z,y) == |y1 — 1| + |y — 72|, x,y € R?, Betragssummen-Metrik,
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dg(z,y) == { (1) i i Z die diskrete Metrik auf R?,

4. ds(z,y), die Metrik aus Beispiel 1.1.1 mit z( := (8).

Uberpriifen Sie, ob man die diskrete Metrik (3) zur Definition einer Norm
beniitzen kann,

|z —yl|| == da(z,y) bzw. llz|| := da(z,0).

Beispiel 1.1.3 Betrachten Sie die metrischen Rdume von Folgen reeller Zahlen

1% = {2 = (zn),cN = (¥1,72,23,...); sup |zx| < oo}
kelN

mit der Metrik
L. dw(z,y) = sup, N Yk — Tl,
o0
Y — Tk
2. d(z,y) = 27‘ o |
k=1 :

Sei e,, € [ die Folge der Form (0,0,...,0,1,0,...,0), wobei die ,1¢ an der n—ten
Stelle sei. Untersuchen Sie die Folgen {te,}, N, {en}, o und {nle,} _ auf
Konvergenz in (I°°,dw) bzw. (I1%°,d').

Beispiel 1.1.4 Seien z := (z1,...,2,)", ¥ := (y1,...,yn) Punkte des R". Zei-

gen Sie, dafl durch

doo(JI,y) = max(|m1 - y1|7 BRI |ZL’n - yn|)
eine Metrik auf IR™ definiert wird.
Beispiel 1.1.5 Zwei Metriken heiflen dquivalent, wenn jede Kugel beziiglich der

einen Metrik eine Kugel beziiglich der anderen Metrik enthélt. Sei d(x,y) eine
Metrik. Zeigen Sie, dafl dann

: _ _dzy)
d'(z,y) = Tt dy)

eine dquivalente Metrik zu d(x,y) ist.

Bemerkung: d'(x,y) ist beschrénkt.
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Beispiel 1.1.6 Untersuchen Sie (beweisen Sie oder geben Sie gegebenenfalls ein
Gegenbeispiel an):

(a) RA(RAA) = RdA, RdA bezeichnet die Menge aller Randpunkte von A.
Ein Randpunkt ist ein Beriithrungspunkt, der kein innerer Punkt ist. Ein
innerer Punkt ist ein Punkt, der eine offene Umgebung besitzt, die ganz in
A liegt.

(b) Rd(A) = RAA = Rd A.

(c) (A°) = (A)°, A° ist die Menge aller inneren Punkte von A und wird als
der offene Kern bezeichnet.

Hinweis: Die Aussagen in (a) und (c) sind falsch! Haben Sie keine andere Idee,
so betrachten Sie als Gegenbeispiel die Menge A = Q N [0, 1].

Beispiel 1.1.7 Es sei {f,(7)}, N eine Folge reellwertiger stetiger Funktionen
mit f, : [0,1] — R.

Beweisen Sie: Konvergiert {f,}, N gleichméfliig gegen die Funktion f, dann ist
f stetig.

Beispiel 1.1.8 Es sei {f.(z)}, N eine Folge reellwertiger stetiger und stetig dif-
ferenzierbarer Funktionen mit f, : [0,1] — IR.

Beweisen Sie: Konvergiert die Folge {f.}, N gleichméBig gegen die Funktion f
und die Folge {f;}, .N gleichmiBig gegen die Funktion g, dann ist f differenzier-
bar und es gilt

1.2 Banachriume, L’-Riume

Beispiel 1.2.1 Im R" finden die folgenden Normen am héufigsten Anwendung:

n
2l = D |l Betragssummen—Norm,
i=1 N
n B
|zl = <Z]$Z|2>, euklidische Norm,
i=1
|z]lo := max |2, Maximum—Norm.

1<i<n
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Skizzieren Sie fiir die Dimensionen n = 2 und n = 3 die Mengen
S, ={reR"; ||z|, <1}, o0=1,2, 00,

die sogenannten , Einheitssphéren® im entsprechend normierten Raum IR".

Beispiel 1.2.2 Im R" gilt der folgende Satz:
Satz: Alle Normen auf dem R" sind dquivalent, d.h., fir jedes Paar von Normen
w(x) und v(x) gibt es positive Konstanten m und M, sodajs

mp(z) <v(z) < Mp(z), YaoeR"

qgilt.

Vergleichen Sie die Normen aus Beispiel 1.2.1, d.h., berechnen Sie fiir jedes Paar
optimale Konstanten m und M im Sinne des obigen Satzes.

Beispiel 1.2.3 Eine Matrix A € IR"*™ ist eine lineare Abbildung A : R™ — IR",
aus R™ in R" und ihre Abbildungsnorm ist definiert als das maximale Streckungs-
verhéltnis ||Ax||/||x]|:

A
1Al e 114,
lzlle  llllo=1

Q:1,2,00 : HAHQ = 1?23(
Da || - ||, eine stetige Funktion ist,
I-1le s R™ — Ry U {0}

und die Einheitsspiare S, = {z € R™; ||z||, = 1} ein kompakter Teilraum des
R™, wird das Maximum in (1.1) wirklich angenommen, d.h., es gibt ein 2° € R™
mit [|2°]|, = 1, sodaf [|Az°l[, = [|A]l,.

(a) Gegeben sei die Abbildung A : R? — IR?,

(1)

Finden Sie ||A||,, 0 = 1,2, 00, auf folgende Weise:

W=

(i) Zeichnen Sie im IR? das Bild der Einheitssphire A(S,), o = 1,2, co.

(ii) Finden Sie die kleinste ,Kugel“ (beziiglich der entsprechenden Norm)
die das Bild A(S,) ganz enthilt. Ihr ,Radius® ist ||A||,.
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(b) Zeigen Sie: A: R" — IR", dann gilt

4] = max > Ja|. (L1)
j=1

1<i<n
Hinweis: Zeigen Sie:

L [[Alfee = maxe) =1 |[Az]|oo < maxi<icn 27 |ail,
2. 32° e R" mit  ||Alle = ||A2°]| -
Beispiel 1.2.4 Es sei (X, ||-]|) ein normierter Raum. Eine Menge M C X heifit
konvez, falls
Ty, 9 € M = (1 —t)xy +txe € M, Vite|0,]1]

gilt. Zeigen Sie, da die Einheitskugel S := {zx € X; ||z|| < 1} konvex ist.

Beispiel 1.2.5 (a) Untersuchen Sie die Funktionenfolge {1, z, 22, ... ,z",...}

auf Konvergenz in (L?([0,1]), || - ||z2)-

(b) Es sei
{f"}ne]N = {e_%}ne]N'

Zeigen Sie, daB f,, € L'([0,00)) gilt und untersuchen Sie die Folge { JotnelN
auf Konvergenz in (L'([0,00)), || - ||z1).

Beispiel 1.2.6 Wir betrachten die normierten Rdume

(Cla, ], [ - llse)s 1 lloe = max [£(2)],

a<t<b
b
(Cla, b - ller), A1 Z/If(iv)\d%

wobei Cla,b] = {f : [a,b] — R; f stetig} ist.
Fiir die Folge {f,}, N mit [a,b] = [-2,2] :

_17 x S _lv
n
Vn e N, f,(x):=1 nx, —% << %,
1, z>1

zeigen Sie, dafl diese Folge
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(a) eine Cauchy-Folge beziiglich || - ||; aber

(b) keine Cauchy—Folge beziiglich || - || ist.

Beispiel 1.2.7 Ist die Folge {z,}, definiert durch

n(l —nlt fir [t| <1/n,
xn@)-—{( ) fir ] <1/

0 sonst

eine Cauchyfolge in L'(—1,1)?

Beispiel 1.2.8 Man zeige, da8 durch x,, = (t + 1/n)~'/? eine Cauchyfolge in
LP(0,1) fur 1 < p < 2 definiert ist.

Beispiel 1.2.9 Betrachten Sie den normierten Raum (X, || - ||o), wobei

X:={f;f€C0,1], f(0) = 0},

Beweisen Sie, daB (X, || - ||o) ein Banachraum ist.

Hinweis: In X sind die Vektoraddition und Skalarmultiplikation wie folgt defi-

niert:
f17f2€X = (f1+f2)(x) = fl('r>+f2(x)7 VIE[O,l],
feX,aeR = (af)(x):=af(x), Vrel0,1].
Beispiel 1.2.10 Es sei (X, || - ||) ein Banachraum. M sei ein abgeschlossener

linearer Unterraum von X.

Beweisen Sie, dafl (M, || - ||) ein Banachraum ist.

Beispiel 1.2.11 Priifen Sie, ob

1AL = max | f(2)],

a<z<b
2) AN = max {|f(z)] + [f(2)]},

a<x<b

eine Norm in C'[0, 1] definiert,

C'0,1] = {f : [0,1] — R; f einmal stetig differenzierbar}.
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Beispiel 1.2.12 Sei C*a,b] = {f : [a,b] — R; f einmal stetig differenzierbar}.
Sei
111100 = 11f oo + 1/ oe-

(a) Untersuchen Sie, ob (C'[a,b],|| - ||1.0) ein Banachraum ist.

(b) Beim ,,Schrédinger* wird die Frage diskutiert, ob (C'[a,d],|| - ||e) €in Ba-
nachraum ist. Sic! Willi sagt: ,Ha! Ich habe ein Gegenbeispiel! Betrachte

die Folge
T —a

Jul) = (b—a>n7nem

von Funktionen in C'[a, ], die gegen

0, falls = € [a,b),

Fiw) = { 1, falls = b,

konvergiert. Da f*(z) ¢ C'[a,b], ist der Raum kein Banachraum.“ Maja
denkt kurz nach und sagt: ,Falsch! Dein Beispiel beweist garnichts.“ Wer
hat recht, Willi oder Maja? !

Beispiel 1.2.13 Sei f € C]0,1] und |o| < 1. Mit Hilfe des Banach’schen Fix-
punktsatzes zeige man, dafl die Integralgleichung

1
o(t) = f(t) + Q/sin(t +a(s)) ds
0
eine eindeutige Losung « € C[0, 1] besitzt.

Beispiel 1.2.14 Sei (B, ||-||) ein Banachraum, b € B und K : B — B eine lineare
Abbildung mit
|K[| := sup || Kzl <1.

2l <1
Man zeige, dafi die Gleichung x = Kx + b eine eindeutige Losung hat, die durch

die Neumannrethe -

x:ZKjb

7=0
gegeben ist.

1Jede Ahnlichkeit der hier auftretenden Personen mit den Filmhelden aus der Insektenwelt
ist weder zufillig noch unbeabsichtigt.
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Beispiel 1.2.15 Sei tq € [a,b]. Dann ist die Abbildung f : C*[a,b] — R definiert
durch
f(x) :=2'(ty), Va € C'a,b).

Man zeige, dal f ein stetiges, lineares Funktional ist.

Beispiel 1.2.16 Man zeige, dafl die Abbildung

b
fla) = /x(t) dt, Ve Cla,b

a

ein stetiges, lineares Funktional auf Cla, b] ist.

Beispiel 1.2.17 Gegeben sind zwei normierte Vektorraume (V|| - ||v) und
(U, ]| - ||v)- Eine Abbildung
p:V-=U

von V nach U heifit stetig in v, falls gilt: Ve >0 3J(e,v) mit
llo(v) —p(w)||lv <e, firjedes w, das ||[v —wl||y < erfillt.
Zeigen Sie: Eine lineare Abbildung L von V nach U, d.h., eine Abbildung mit

L(vy +v9) = L(v1)+ L(vg), VYvi,v €V,
L(MA) = AL(v), VveV, MeC,
ist genau dann stetig, wenn sie beschrankt ist, d.h., falls eine Konstante M > 0

existiert, sodafl gilt
IL()llo < Mljvllv, VveV.

Die kleinstmogliche dieser Konstanten M heifit die Norm der linearen Abbildung
L. Zeigen Sie, dafl diese Norm gleich

1Ly = sup ||L(v)]ly

[lv]lv=1

ist (vgl. Beispiel 1.2.3).

Beispiel 1.2.18 Ist die lineare Abbildung D von (C'[a,b], || - ||o) nach
(Cla, 0], [ - llso), ;
D = —
=ty

stetig? Wenn ja bestimmen Sie ihre Norm. Untersuchen sie dieselbe Frage fiir D

als Abbildung von (C'[a, b], || - ||1.00) nach (Cla,b], || - ||oo)-
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1.3 Hilbertriaume

Beispiel 1.3.1 Untersuchen Sie, ob (u,v) ein inneres Produkt in €* definiert:
(1) (u, U) = 7U1@1 + 3U2@2 + 4U3@3,
(2) (u,v) :== %uﬁl + 2uoTy + 3usvs + 25u,73,

(3) (U, U) = U1V + U2V + U3V3.

Beispiel 1.3.2 Untersuchen Sie, ob durch

T

0
2

O = =
S = =

ein inneres Produkt definiert ist.

Beispiel 1.3.3 1. Man zeige, dafl durch

(2,y) 1= 3z1y1 + ToYo + T3Y3 — T1Y3 — T3y
ein inneres Produkt auf dem IR® definiert ist.

2. Man bestimme eine Basis von {(1,0,0)}* in (IR, (-,-)).

Beispiel 1.3.4 Auf dem Intervall [0,00) sei durch w(z) := exp(—x) eine Ge-
wichtsfunktion gegeben und es gelte

Lig o) = {f . f stetig und /exp(—x)]f(x)\de < oo} .

0

Zeigen Sie:

(a) Durch

o0

(f.9) = [w@f@)g@)ds;  (fg)€R
0
ist ein inneres Produkt definiert.

(b) Die Summe zweier Funktionen aus Ly o ist wieder eine Funktion aus Ly o)
(Hinweis: Cauchy—Schwarz’sche Ungleichung).
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Beispiel 1.3.5 Sei (V, (-, -)) ein innerer Produktraum. Zeigen Sie, daff das Ska-
larprodukt folgende Eigenschaften erfiillt:

1. (u,av) =a(u,v), Yu,veV, aecC,
2. (u,v1 +v2) = (u,v1) + (w,v2), Yu,v1,v3 €V,
3. ||u|] :== \/(u,u) definiert eine Norm.
Beispiel 1.3.6 Es sei (V, (+,-)) ein Hilbertraum und M C V. Zeigen Sie, daf§
M+ :={yeV; (y,r) =0, Vre M}

ein linearer Unterraum von V ist.

Beispiel 1.3.7 Beweisen Sie, daf} in einem Raum V' mit innerem Produkt stets
gilt:

1. Parallelogrammregel
lz+yl* + llz — ylI* = 2[|2* + 2[lylI*, @,y €V,
2. die Gleichung von Apollonius
o =2l + 2 = 9P = Slla = 9l + 201z = 5@+ ), w92 €V
Beispiel 1.3.8 Beweisen Sie die folenden Aussagen:

1. In einem Raum V mit innerem Produkt gilt

zly < ||lz+ay|| >||z]], VaeC.

2. In einem Raum V mit innerem Produkt gilt

vly o et ayll =z —ayl|, Yael

Beispiel 1.3.9 Es sei M ein linearer Unterraum des Hilbertraumes V. Zeigen
Sie, da8 die orthogonalen Projektionen P : V — M, @Q : V — M~ idempotent
sind, d.h.,

PQ = P7 Q2 - Q?

gilt. Zeigen Sie weiters
Q=1-P.
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Beispiel 1.3.10 Seien x und y Elemente eines Hilbertraumes H iiber R und sei

die Gram’sche Determinante, wobei (z,y) € R, Vz,y € H.

(a) Zeigen Sie, daBl x und y genau dann linear abhéngig sind, wenn die
Gram’sche Determinante verschwindet, d.h., D = 0 gilt.

(b) Zeigen Sie, dafl ||z|| - ||y|]| = |(x,y)| genau dann gilt, wenn = und y linear
abhéngig sind.

Beispiel 1.3.11 Zeigen Sie, daf§ der Raum [? aller unendlichen Folgen

1
00 2
T = (Tp), N> Tn € R mit  |[[z]]; = (Z |azn|2> < 00

n=1

ein Hilbertraum ist.

Beispiel 1.3.12 Der Unterraum M von [? sei aufgespannt von den Folgen
{1,1/2,1/3,...} und {0,0,1,0,0,...}. Man bestimme die orthogonale Projektion
der Folge {1,—-1/2,1/3,—1/4,...} auf M.

Hinweis: Die zu berechnenden Summen von Reihen kann man im Theorieskrip-
tum finden.

Beispiel 1.3.13 Man will eine stetige reellwertige Funktion f(x) auf dem Inter-
vall [a, b] durch eine konstante Funktion ¢ ersetzen (approximieren).

(a) Wie mufl man ¢ wihlen, damit der absolute Fehler beziiglich der L>*-Norm

b

If = el = [ (f(a) = o)de

a

minimal wird?

(b) Die gleiche Frage fiir die Maximum-Norm

I = elloe = mas |£(x) —cl.
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(c) Losen Sie (a) und (b) fiir
flx)=¢" und la,b] = [0, 1].

Beispiel 1.3.14 Gegeben sei das System {1, z, 2% x3,...}. Orthonormieren Sie
die ersten drei Funktionen dieses Systems beziiglich des Skalarproduktes

(f.9) = [ €7 f(a) glw) dn.

Beispiel 1.3.15 Das Polynomsystem {1, x} 148t sich mit Hilfe des Orthogonali-
sierungsverfahrens von Gram-Schmidt beziiglich der Gewichtsfunktion w(z) =1
auf dem Intervall [0, 1] orthonormieren.

Bestimmen Sie mit Hilfe dieses Orthonormalsystems die Koeffizienten o und /3
so, daf

/1 (ex — (ax + ﬂ))2dx

minimal wird.

1.4 Fourierreihen im Raum L?(a,b)

Beispiel 1.4.1 (a) Berechnen Sie die Fourierreihe der Rechtecksschwingung.
Sie ist definiert als die 2mr—periodische Fortsetzung der Funktion

-1, —m<x<0,
f(z) = I, O<z<m,

0, x=-m0,.

(b) Untersuchen Sie diese Reihe auf

(i) punktweise Konvergenz,
(i) gleichméBige Konvergenz,

(iii) Konvergenz im Quadratmittel.
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Beispiel 1.4.2 Verwenden Sie die Parseval’sche Gleichung und die Losung des
Beispiels 1.4.1, um die Summe

© ] 11
Z(zn—1)2:1+?+?+”'

n=1
zu berechnen.
Beispiel 1.4.3 (a) Entwickeln Sie die Funktion f(z) = z, 0 < < 2, in eine

Sinus-Reihe, indem Sie sie zu einer ungeraden Funktion mit der Periode 4
erweitern, vgl. Abb. 1.1.

Abbildung 1.1: Funktion f(z), 0 < x < 2, ungerade fortgesetzt

(b) Entwickeln Sie die Funktin f(z) = 2, 0 < x < 2, in eine Cosinus—Reihe,
indem Sie sie zu einer geraden Funktion mit der Periode 4 erweitern, vgl.
Abb. 1.2.

Beispiel 1.4.4 Die Funktion f(z) = x, 0 < z < 2, 1d8t sich sowohl in eine
Sinus—Reihe, vgl. Beispiel 1.4.3(a),

als auch in eine Cosinus—Reihe, vgl. Beispiel 1.4.3(b),

fo(z) 1—8<cosm+1cosm+1cosm+ )
? 2 2 3 2 52 2
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Abbildung 1.2: Funktion f(z), 0 < x < 2, gerade fortgesetzt

entwickeln, indem man sie entweder zur ungeraden oder zur geraden Funktion

mit der Periode 4 erweitert.

(a) Welche der beiden Reihen darf man gliedweise differenzieren ?

(b) Fiihren Sie diese Differentiation durch und zeigen Sie damit, dafl

s 1 2n — 1
Zzn_lsin<n 5 )7r:1:’ O<e<?

n=1

1=

4
T

gilt.

(c) Geben Sie die Fourierreihe fiir f(x) = 2%, 0 < < 2, an, indem Sie die
Reihe fi(x) integrieren.

(d) Beniitzen Sie das obige Ergebnis, um die Reihe

ZU summieren.

Beispiel 1.4.5 (a) Geben Sie die Parseval’sche Gleichung an, die zur Reihe
fa(z) gehort.

(b) Bestimmen Sie mit dem obigen Ergebnis die Summe

=1
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Beispiel 1.4.6 Berechnen Sie die trigonometrische Fourierreihe von

flz)=¢€* in [-m, 7]

Beispiel 1.4.7 Skizzieren Sie den Graphen der Funktion f(z) periodisch fortge-
setzt. Entwickeln Sie f(z) in eine trigonometrische Fourierreihe:

f(z) = 22, x € [0,2m).
Untersuchen Sie die Reihe auf

(i) Konvergenz im Quadratmittel,
(ii) punktweise Konvergenz,

(iii) gleichméBige Konvergenz.

Beispiel 1.4.8 Wie im Beispiel 1.4.7, jedoch mit

c, —-w<x<0,
f(‘r> = 01—5027 T = _7‘-70771'7
Ca, 0<zx<m.

Beispiel 1.4.9 Entwickeln Sie f(z) = |sinz| von [0, 27) auf IR periodisch fortge-
setzt in eine trigonometrische Fourierreihe. Untersuchen Sie diese auf Konvergenz.

Beispiel 1.4.10 Entwickeln Sie die Funktion f(z) € L*([—1, 1]), definiert durch

) —3(+2), —1<2<0
f(x){ F(1-2), 0<wz<l1

in ihre trigonometrische Fourierreihe. Zeichnen Sie die ersten drei sich so erge-
benden Approximationen fiir f(x).

Beispiel 1.4.11 Entwickeln Sie die Funktion f(x) = sin wz (w ¢ Z) tiber dem
Intervall € [—m, 7] in ihre trigonometrische Fourierreihe. Wie spiegelt sich die
abnehmende Glattheit von f fiir wachsendes |w| im Verhalten der Fourierkoef-
fizienten wider? Vergleichen Sie dazu auch die Aussage von Beispiel 1.4.15 und
kommentieren Sie den Zusammenhang mit dem vorliegenden Beispiel.
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Beispiel 1.4.12 Gegeben sei die Funktion ¢(t) = e, o # 0,t € (0,7). In-
dem man sich ¢(t) zu einer geraden bzw. ungeraden 27—periodischen Funktion
fortgesetzt denkt, kann man fiir p(t), ¢ € (0,7) eine reine Cosinus— bzw. eine
reine Sinus-Fourierentwicklung herleiten. Geben Sie diese beiden Fourierreihen
an. Welche der beiden Reihen konvergiert schneller?

Beispiel 1.4.13 Entwickeln Sie die Funktion f(z) € L*([—7,n]), definiert durch

—cosx, =<0,
-]

cosz, x >0,

in ihre trigonometrische Fourierreihe.

Beispiel 1.4.14 Die Rechnung im Beispiel 1.4.13 ergibt, daf} die Sinus—Fourier-
koeffizienten b, fiir ungerade n verschwinden. Wie kann man diese Tatsache direkt
aus der Gestalt von f(z) ableiten, ohne die b,, konkret zu berechnen?

Beispiel 1.4.15 Beweisen Sie den folgenden Satz:

Satz: Die Fourierkoeffizienten a,, b, einer m mal stetig differenzierbaren 2m—
periodischen Funktion, deren (m-+1)-te Ableitung noch stiickweise stetig ist, klin-
gen asymptotisch fiir n — co mindestens wie

1
. ] = O

ab.
Was kann man daraus fiir beliebig oft differenzierbare Funktionen folgern?

Hinweis: Mehrmals partiell integrieren. Man verwendet am besten die komplexe
Darstellung der Fourierreihe (vgl. Skriptum).

Beispiel 1.4.16 Die Fourierreihe der Funktion f(z) = |z|, z € [-m, 7], 27—
periodisch fortgesetzt lautet

Finden Sie mit Hilfe dieser Reihe die Fourierreihe von

() -1, —7m<x<0,
€T) =
g 1, 0<z<m,
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2m—periodisch fortgesetzt, ohne die Fourierkoeffizienten von ¢ explizit zu berech-
nen.

Hinwers: Fiir stiickweise stetig differenzierbare Funktionen kann man beweisen,
daB die ,gliedweise Differentiation” ihrer Fourierreihe die Fourierreihe ihrer Ab-
leitung ergibt (eine nicht a priori selbstversténdliche Tatsache).

Beispiel 1.4.17 Verwenden Sie die Parseval’sche Gleichung und die beiden Fou-
rierreihen aus Beispiel 1.4.16, um die Werte der folgenden Summen zu berechnen:

> 1 1 1
DY 5 =14t +..,
()n:1(2n_1)2 32 52

> 1 1 1
)Y =l

Beispiel 1.4.18 Die Fourierreihe der Funktion f(z) =
periodisch fortgesetzt lautet

f(z) ~ §1<—1>

, x € (—m,m), 27—

M)

n41SIN NI
—

Finden Sie mit Hilfe dieser Reihe die Fourierreihe von g(x) = %, 2m—periodisch
fortgesetzt, ohne die Fourierkoeffizienten von ¢ explizit zu berechnen.

Hinweis: Man kann beweisen, daf3 die ,gliedweise Integration“ der Fourierreihe
einer stiickweise stetigen Funktion aus L?([—[,[]) die Fourierreihe ihrer Stamm-
funktion ergibt (eine nicht a priori selbstversténdliche Tatsache). Der konstante
Term der gesuchten Fourierreihe ergibt sich dabei, abgesehen von der willkiirli-
chen Wahl einer Integrationskonstante, zunéchst nur in Form einer unendlichen
Reihe, deren Wert noch eigens zu berechnen ist.

Beispiel 1.4.19 Beweisen Sie die Formel

> 2(1 —
E msinmm; =1, O<x<l,
! mm

indem Sie die Funktion f(z) =1, = € (0,1) ungerade fortsetzen (Periode 2).
Beispiel 1.4.20 Zeigen Sie, daf§ die Reihe

ssinme) o,
n=1 noz
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nicht die trigonometrische Fourierreihe einer 2r—periodischen, quadratisch inte-
grierbaren Funktion sein kann.

Beispiel 1.4.21 Schreiben Sie die Standardform der trigonometrischen Fourier-
reihe fiir reellwertige Funktionen f € L2([—,1]),

f(z) ~ % +> (ancosmlm —l—bnsinmlm>

n=1
auf die ,, Amplituden—Phasen“—Darstellung

f(x) ~ Ay + Z A, cos(nlﬂ — an)

n=1
um. Die A, und o, sind durch die a, und b, auszudriicken. Stellen Sie die
Fourierreihe der 2r—periodischen ,Sagezahnfunktion, f(x) = z, 0 <z < 27, in
Amplituden—Phasen-Form dar.

Beispiel 1.4.22 Es sei M der von den Funktionen 1/+/2,sin(rz), cos(rx) auf-
gespannte lineare Unterraum von L?([0,2]). Bestimmen Sie die Funktion f € M,
die die Funktion y(x) = 2 im Sinne der || - [|z2(,9) am besten approximiert.
Berechnen Sie weiters die Norm des Fehlers, d.h., ||y — f]|r2(0,2))-

Beispiel 1.4.23 Man gebe die komplexe Schreibweise der Fourierreihe fiir Funk-
tionen aus L*(a,b) an.

1.5 Wairmeleitungsgleichung und Sturm-
Liouville-Problem

Beispiel 1.5.1 Man lose das Anfangs-Randwertproblem

ou_ P
ot 0x?’ 5

u
u(0,t) =0, a—z(ﬂ,t) =0, wu(x,0)=1.

Beispiel 1.5.2 Die Wellengleichung
v *u

M2 da?
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beschreibt kleine, ebene, transversale Schwingungen einer gespannten Saite, wobei
u die transversale Auslenkung ist. Man 16se das Anfangs-Randwertproblem fiir
diese Gleichung mit den Zusatzbedingungen

ou

u(0,t) = u(m, t) =0, u(z,0) = ug(x), E(x, 0) = vo(x).

Beispiel 1.5.3

(a) Stellen Sie fest, ob die Differentialausdriicke L fir —1 <z <1
(1) Ly = (1—a*)y" - 2zy/,
(2) Ly :=y" + (1 —2?)y" — 2xy,

Sturm-Liouville Differentialausdriicke sind und stellen Sie diese gegebenen-
falls in der Standardform

Ly = 9(1) (=p(x)yY + a(z)y)

dar.

(b) Fiir jene Differentialausdriicke L, die Sturm-Liouville Differentialausdriicke

sind, untersuchen Sie:

(i) Ist der Differentialausdruck regulér?

(ii) Stellen Sie fest ob Ly mit den Randbedingungen
y(_l) =a, y(l) = b? Cl,b eR

selbstadjungiert ist.

(iii) Betrachten Sie das Eigenwertproblem Ly; = \;y;, i € IN. Fiir welches
Skalarprodukt bilden die Eigenfunktionen {y;}, v ein Orthogonalsy-
stem ?

Beispiel 1.5.4 Zeigen Sie, dafl die Green’sche Funktion G(z, ) zum Randwert-
problem

folgendermaflen aussieht:

Gz, §) =z(1-¢) firz <E,
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G(z,&) = G(& x) fir x > €.

Hinweis: Man weist nach, dafl der mittels dieser Funktion G(z,€¢) definierte In-
tegraloperator

Tg)a) == [ Glw,€) g(6) de

tatsdchlich das Randwertproblem 16st, d.h., Zf = y gilt.

Beispiel 1.5.5 Zeigen Sie, da man jeden auf dem Intervall € (0,1) definierten
reguléren Differentialausdruck 2. Ordnung

Ly = po(@)y" + e1(x)y + wo(@)y,  @a(x) #0 in (0,1)

mittels einer geeigneten Transformation auf einen Differentialausdruck der selbst-
adjungierten Gestalt

d dy
(o) + ot
zuriickfiithren kann.

Hinweis: Man multipliziere den gegebenen Differentialausdruck Ly mit

ple) = exp ( [ d&)

und wéhle () in geeigneter Weise.

Beispiel 1.5.6 Zeigen Sie mit Hilfe der Fourierentwicklung, da8 fiir die Losung
y(z) des Randwertproblems

im Sinn der L?>~Norm auf [0, 1] folgende Abschiitzung gilt:
1
yll < = [I1]-
T

Hinweis: Die Eigenfunktionen g,(x) des Differentialoperators Ly = —y” zu den
Randbedingungen y(0) = y(1) = 0 sind gegeben durch

Un(z) = sin(nrx), n=12...



Kapitel 2

Funktionentheorie

2.1 Allgemeines iiber komplexe Zahlen

Beispiel 2.1.1 Schreiben Sie die folgenden Zahlen in Polarkoordinaten:

(1) -1, (2) 3, (3) —41, (4) -2+ 2i,
(5) V31, (6) —/27 34, (7) 1—14, (8) 2—1i,
(9) —v2— V21, (10) 2 — 3.

Beispiel 2.1.2 (a) Fiihren Sie die folgenden Operationen durch:

(1) (-2+20)-(1-9), 0 e
(3) (1—9)°, (4) (=24 24)".

(b) Fiihren Sie folgende Operationen graphisch durch:

(1) (1—14)+(2+349), (2) (—\/4_,—\/52')—(—\/5+3\/§i>,
(3) (=2+24)-(1—1), (4) —2_+227;‘

Beispiel 2.1.3 Finden Sie alle z € C, die die folgenden Relationen erfiillen:

(2) Re(z+2)=—1,

2 +i| = |z — i, 4) |z+2i>1,
(6) 0<Im(z+1)<2n,
(8)

arg (222) =0, 2+ =, 8) |2+ 2i|+ |z —2i] = 6,

21
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Beispiel 2.1.4 Beweisen Sie folgende Behauptungen:

(a) Ist z + 1 € R, so gilt entweder

Imz=0  oder |z] = 1.

(b) Fiir z=cosa+isino, a € R gilt

(1) 2" + L =2cosna, neN,

z

(2) 2" — % =2isinne, neN.
(c) Falls Im (z +w) = 0 = Im (zw), dann gilt entweder
Z=w oder z,w € R.
(d) Rez>0 < |z—1|<|z2+1].
Beispiel 2.1.5 Beweisen Sie die folgenden Eigenschaften des Absolutbetrages:
(a) [z] =|—z[= [z,
(b) [z —w| = |w -z,

(c) 2> = |2%| = 27,

1 _
folglich gilt fiir 2 £0: - =
z |z
(d) |zw] = [2] - Jw],
folglich gilt fir w#0: |—|=—,
wl ]

(e) [[z] = fwl [ <]z —w],
() |z = |w| < |z + wl.
Beispiel 2.1.6 Zeigen Sie, dafl die Gleichung
2Z— 25— 2Z=r>—a®>—b?

einen Kreis um zy = a + ¢ b mit dem Radius r darstellt.
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Beispiel 2.1.7 Es seien die Punkte P, und P, durch die Zahlen z; und 25 dar-
gestellt. Zeigen Sie: Gilt |z + 25| = |21 — 22/, so folgt

(1) ZL ist rein imaginér, (2) L PLOP, = 90°.
)

Beispiel 2.1.8 Beweisen Sie: Liegen die Punkte z1, 2o und z3 auf einer Geraden,
so gibt es reelle Konstante «, (3,7, die nicht gleichzeitig verschwinden, mit

az+Bz+v23=0,

wobei a + 8 4 v = 0 gilt.

2.2 Komplexe Funktionen

Beispiel 2.2.1 Welche der folgenden Funktionen sind stetig?

Rez .
W f@=1 Y
0 fir z=0,
(Rez)? )
@) (2) = P fir 2z #0,
0 fir z=0.

Beispiel 2.2.2 (a) Beweisen Sie:
(1) argz = —arg z,

(2) arg (Zl) = argz; — arg zo (mod 27),  z9 # 0.
22

(b) Beweisen Sie, dafl die folgenden Funktionen

(1) f(z)=z fir zeC,
(2) f(z) =argz fir ze€ C/R_,

stetig sind.

Beispiel 2.2.3 Ist die Funktion f(z) = % fiir || < 1 stetig? Ist sie dort auch
gleichméBig stetig?



24 [2] Funktionentheorie

Beispiel 2.2.4 Uberpriifen Sie die Stetigkeit folgender komplexwertiger Funk-
tionen und geben Sie den maximalen Definitionsbereich an:

7, Imz <0,
1. f(2) =4 3—ImzRez, 0<Imz<b5,
3—5Rez+7(5—Imz2)|z[*, 5<Imz,

Beispiel 2.2.5 Sind die Funktionen

Lf5)=1e, et
2. f(2) =Rez, =z€C,

3. f(z) =argz, ze€C/R_,

stetig differenzierbar?

Hinweis: Cauchy—Riemann’sche Differentialgleichungen.

Beispiel 2.2.6 Uberpriifen Sie die Differenzierbarkeit der folgenden Funktionen:
(a) Ohne Zuhilfenahme der Cauchy—Riemann’schen Differentialgleichungen:
f(z) = |zl
(b) Mit Hilfe der Cauchy—Riemann’schen Differentialgleichungen:

(1) f(z) = 32’y +iday?,
(2) f(z) = a' =62 +y' +4i(a’y — xy’).

(c) Mit Hilfe der Cauchy—Riemann’schen Differentialgleichungen in Polarform:
f(r, @) = r*(cos 2¢ + isin 2p).

Beispiel 2.2.7 Uberpriifen Sie, ob die folgenden Funktionen an z = 0 analytisch
sind:
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1. f(z) =Imz+1i Rez,

-1/z
2 10=15 120

Beispiel 2.2.8 (a) Zeigen Sie:
Sei f: € — C differenzierbar an z = 2, dann ist f auch stetig an z.

(b) Zeigen Sie:
Sei f: € — C analytisch und gelte f(z) € R, Vz € C, so ist f konstant.

Hinweis: Cauchy-Riemann’sche Differentialgleichungen.

Beispiel 2.2.9 Fiir w = f(z) := 1= finden Sie 2* auf zwei verschiedene Arten.
Ist f(z) ganz?
2.3 Elementare Funktionen

Beispiel 2.3.1 Berechnen Sie die folgenden Ausdriicke:

(1) V4—6i, (2) logt, (3) log v/—1,
(4) i, (5) (1+4)",  (6) arcsin .

Beispiel 2.3.2 (a) Berechnen Sie alle Nullstellen von cosh z und sinh z.
(b) Zeigen Sie die Zusammenhénge

coshiz =cosz und sinhiz =isinz.
(c¢) Finden Sie die Nullstellen von sin z und cos z.

Beispiel 2.3.3 Zeigen Sie, dafl die Abbildungen

1. z—cosz: C— C,

2. z—sinz: C— C,

surjektiv sind. Sind diese Abbildungen sogar bijektiv?
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Beispiel 2.3.4 Untersuchen Sie die Giiltigkeit der aus dem Reellen bekannten
Rechenregeln der Potenzfunktion auf Giiltigkeit im Komplexen:

(a) 20%F = 298, a,eC, ze€ C/R_,
b)) (2% = az*7t, ael, z2zeC/R_,

() (z122)* = 2929, aeC, z2eC/R_, z,2eC/R_.

Beispiel 2.3.5 Zeigen Sie

(a) 62:&37ri _ e2 ’
(b) e2' =i,
(C) €2+47” pE %

Berechnen Sie

(d) tan~*(2i) ,
(e) cosh™'(—1),
(f) Inv/i .

Beispiel 2.3.6 Beweisen Sie

(a) sin®z +cos’z=1, VzeC,

(b) sin(z; + 2z2) = sinz; cos z + cos z; sinze, V21,2 € C,

(c) sin(—z) = —sinz, VzeC,

(d) siniz =i sinhz, VzeC.

Beispiel 2.3.7 (a) Leiten Sie die folgende Definition des Hauptzweiges der In-
versen der Cotangens—Funktion her:

1 .
arccot z := —In (Z+Z,), z # +i.
21 z—1

(b) Berechnen Sie i ™"
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Beispiel 2.3.8 Es seien f(z) und g(z) analytisch in zy und f(z9) = g(z0) = 0.
Weiters gelte ¢'(z9) # 0. Dann gilt die Regel von de [’Hospital:

) _ f(z0)
() ()

Berechnen Sie mit Hilfe der Regel von de I'Hospital die Grenzwerte folgender

komplexer Funktionen:

1 —cosz
1. lim ——
2—0 sz

. _im/3 Z )
+ e (53)

3. lim(cos z)"/%.

z—0

Beispiel 2.3.9 Finden Sie alle z € C fiir die
(a) |sinz| =1,
(b) |cosz| =1

gilt.

Beispiel 2.3.10 Beim ,,Schrodinger® wird iiber den Satz von Picard diskutiert:

Satz (Picard): Sei f : C — C eine nicht-konstante analytische Funktion. Dann
ist das Bild (die Wertemenge) von f entweder ganz C oder C mit Ausnahme eines
einzigen Punktes.

Willi sagt: ,Der Satz gilt nicht! Betrachten wir die Funktion e¢ =: f(z). Dann
nimmt f(z) den Wert Null nicht an, da e* # 0 fiir alle z € C gilt. Auflerdem
nimmt e den Wert ¢® = 1 nicht an, da e* # 0 gilt (e¢ # e® = 1,Vz ). Es
gilt aber nun, da e als Zusammensetzung analytischer Funktinen analytisch
ist. Wir haben also eine analytische Funktion, die die beiden Werte 0 und 1 nicht
annimmt.“ Maja denkt kurz nach und sagt: ,,Der Satz ist giiltig. Du argumentierst
falsch!“ Wer hat recht, Willi oder Maja?

Beispiel 2.3.11 Finden Sie eine gebrochene lineare Transformation
az+b

w(z) = cz+d
so, dal w(—i) = —1, w(0) =i, w(i) = 1 gilt.
In welche Kurve wird durch diese Abbildung die y—Achse iibergefiihrt?
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Beispiel 2.3.12 Bestimmen Sie das Bild des durch x = 0, y = 0, z = 2 und
y = 1 festgelegten Gebietes GG in der z—Ebene unter der Abbildung

(a) w=+2e"™4z,

(b) w=+2e"*z + (1 —2i).

Fertigen Sie in beiden Fillen eine Skizze an.

2.4 Komplexe Integration
Beispiel 2.4.1 Verifizieren Sie den Satz von Cauchy fiir die Funktion
f(z) =sin2z

und die Kurve C', die das Quadrat mit den Eckpunkten 1 + 4, —1 4 ¢ berandet.

Beispiel 2.4.2 Berechnen Sie

/ |z| dz indem Sie den Weg

(1) geradlinig, entlang der y—Achse,
(2) ldngs der linken,

(3) ldngs der rechten Hélfte des Randes des Einheitskreises mit dem Mittel-
punkt im Ursprung,

wahlen.

Beispiel 2.4.3 Berechnen Sie

7{ me “dz,

c

wobei C' das Quadrat mit den Ecken zg =0, 21 = 1, 290 = 1 + 4, 23 = 1 ist.
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Beispiel 2.4.4 (a) Beweisen Sie, daf auch im Komplexen die Formel fiir par-
tielle Integration gilt:

/ F(2)G'(2)dz = F(2) G(z2) — / F'(2) G(2) dz.
(b) Beniitzen Sie diese Formel um die folgenden Integrale zu berechnen:
1
(1) [ ze*dz, [ ze**dz,
0
2
(2) [ 2?sindzdz, [ 2?sindzdz,
0
(3) [ (2+2)e*dz entlang der Parabel %y = 22 von (0, 0) bis (7, 1).

c

Beispiel 2.4.5 (a) Berechnen Sie

dz,

j{ sin(72?) + cos(mz?)
(z—1)(z—2)

wobei C' die Kreislinie C' = {z € C; |z| = 3} ist.

(b) Zeigen Sie

1 7{ et J -
— 2 = sint,
27ric 2241

wenn t > 0 und C die Kreislinie C' = {z € C; |z| = 3} ist.

Beispiel 2.4.6 Berechnen Sie

1
L j{ cgswz dz.
22 —1

wobei

1. C ein Rechteck mit den Eckpunkten 2 4+, —2 £ 1,

2. C ein Rechteck mit den Eckpunkten +i, 2 4 1,

1st.
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Beispiel 2.4.7 (a) Berechnen Sie

eiz
§
C
wobei C' der Kreis C' := {z € C; |z| = 2} ist.
(b) Berechnen Sie
% cosz .
2 7
J z(22 + 8)
wobei C' das Quadrat mit den Eckpunkten 2 4 2, —2 + 27 ist.

Beispiel 2.4.8 Berechnen Sie

sin® z
(a)jz—ﬁ/(idz’ C—{ZE@, ‘Z|_1}7

@)jC:fJbgw, C—{zeC |z| =1},

632
— L |z — 1] = 4} baw.
“)fz—mﬁh’ C=1{zeC; |z—1| =4} baw

C={z€C; |z—2|+|z+ 2| =6}

2.5 Potenzreihen

Beispiel 2.5.1 Berechnen Sie

0 % G

2y ——

—in(n+1)

Hinweis: Fir eine komplexe, geometrische Reihe

Sp=3 ¢ =1+q+¢@+...+q¢", q€C,
k=0

1— n+1
gilt S, = — 1 —
lL—gq
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Beispiel 2.5.2 Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe
Z akzk
k=1

fiir

1
1.@]{:@, pE]N,

k!
= ﬁ’

3. ap = k’lnk.

2. ag

Beispiel 2.5.3 Um eine Aussage iiber die Konvergenz (absolute Konvergenz) ei-

ner komplexen Reihe > 2z, zu machen, kann man spezielle Kriterien beniitzen.
n=1

So wie im Reellen gelten auch hier das Quotientenkriterium und das Wurzelkri-

terium.
Finden Sie das Konvergenzgebiet der Reihe

> (z+2)~!
(1) > (4 1)

n=1

@) ignlng z+1)"‘

= z—1

Beispiel 2.5.4 Entwickeln Sie die Funktion

- (12)

—z

in eine Taylorreihe um z = 0 und bestimmen Sie den Konvergenzradius.

Hinweits: ln% =1Ina—1Inb.

Beispiel 2.5.5 Geben Sie den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihen an:
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i \V2n + 3y/n o

~ 3nlnn

Beispiel 2.5.6 (a) Beweisen Sie, da§ die Reihe
Z (1—2)
fur |z] < 1 konvergiert und bestimmen Sie die Summe.

(b) Beweisen Sie, dafi die Reihe aus (a) gleichmdfig gegen die berechnete Sum-
me konvergiert, wenn |z| < 3 gilt.

Beispiel 2.5.7 Berechnen Sie den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihen:

| Z5
n=1 n!
0 |
n
3. Z 2"
n—1
n:ln

Beispiel 2.5.8 Fiir > > z zeigen Sie, dafl diese Reihe fiir z = 1 divergiert,
aber fiir alle z # 1 mit |z| = 1 konvergiert!

Hinweis: Beniitzen Sie das Cauchy’sche Konvergenzkriterium und schétzen Sie
(1—z)2r, = ab.

2.6 Laurentreihen, Residuensatz

Beispiel 2.6.1 Bestimmen Sie Art und Lage der singuléren Stellen fiir jede der

folgenden Funktionen:

1 — coshz

1) ———,

z

223 — 2+ 1
B Py P Py i
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(3) e M1,

Beispiel 2.6.2 Bestimmen Sie die Residuen der folgenden Funktionen:

Z@Zt

(2) o teR.

(1) cot z,

Beispiel 2.6.3 (a) Ermitteln Sie die Singularitéiten und das Verhalten im Un-
endlichen fiir die folgenden Funktionen:

1 z 1
l) ——— 2) —— 3) cot z — —.
O @ Geta-s
(b) Bestimmen Sie die Residuen folgender Funktionen:
1 2z +1 sin 2z z+1
1) 23 — (2) =¥——— 4 .
()Z 0082_27 ()22_2_27 (3) sz()zg_z_z

Beispiel 2.6.4 Entwickeln Sie die Funktionen
CoS 2 1 1
(1) —~

2) ———— 3) sin(—
Y @apo @se0).
in eine Laurentreihe um z = 0. Bestimmen Sie die Residuen und die Hauptteile

z
der Funktionen.

Beispiel 2.6.5 Beweisen Sie:

(a) Die Funktion g(z) habe eine m-fache Nullstelle an der Stelle z = z5. Dann
hat % einen einfachen Pol an z = zy mit Residuum m.

(b) Die Funktion g(z) habe an der Stelle z = 2, einen Pol der Ordnung m.
Dann hat %/ einen einfachen Pol an z = zy mit Residuum —m.

Beispiel 2.6.6 Entwickeln Sie die Funktion

1
(z—1) (2—2)

£l2) = -

im Inneren des Kreisringes {z € C; 1< |z| <2} in ihre Laurentreihe beziiglich des
Entwicklungspunktes z; = 0.

Beispiel 2.6.7 Die Funktion f(z) habe an zy=0 einen Pol der Ordnung k&, und
es sei p(z) ein Polynom vom Grad n. Zeigen Sie, daf die Funktion ¢(z) := p(f(%2))
an 29 =0 einen Pol der Ordnung nk hat.
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Beispiel 2.6.8 Entwickeln Sie die Funktion f(z) = ﬁ

(a) in eine Taylorreihe um zy = 0,

(b) in eine Laurentreihe um zy = i,

und geben Sie jeweils das Konvergenzgebiet an. Bestimmen Sie das Residuum
von f an der Stelle zy = 1.

Beispiel 2.6.9 Die Laurentreihe fiir cot z lautet:

Lol 12 g
cotz=—-——-2——2"— —2"—---
z 3 45 945

Mit Hilfe der Beziehungen

cosz = cosh(iz),
isinz = sinh(iz),
zeigen Sie
coth z = 7 cot(iz)

und berechnen damit die ersten vier Glieder der Laurentreihe von coth z.

Beispiel 2.6.10 Berechnen Sie

cot z coth z
es ————.
Z0=0 23

Beispiel 2.6.11 Die Funktionen g(z) und h(z) seien in einer Umgebung von zj
analytisch und es gelte g(zg) # 0, h(z9) =0 und h'(zo) # 0. Betrachten Sie die
Funktion f(2) := g(z)/h(z) und zeigen Sie:

(a) Die Funktion f(z) hat an der Stelle 2z einen Pol 1. Ordnung.

(b) Res f(2) =

Geben Sie das Residuum der Funktion f(z) = 1/sinz an den Stellen zg = nm,
nelN, an.



[2.6] Laurentreihen, Residuensatz 35

Beispiel 2.6.12 Ermitteln Sie die singuldren Stellen der Funktion

1 5
_ e
flz) = e

und geben Sie die entsprechenden Residuen in moglichst einfacher Form (Poten-

zen von e) an.

Beispiel 2.6.13 Berechnen Sie folgende Integrale mit Hilfe des Residuensatzes:

dz

(1) g{(z—l)z i C:={z€C; |z—1—i| =2},

(2) 7{(6612 C:={z€0; |z| =1, —1<a<l1, me R}

z—ai) (z—1)
Beispiel 2.6.14 Berechnen Sie

(1) 74 tanmz dz, C, ={z€C; |z| =n},
Cn

222 +5 |
(2) f G127 (2 +4) 2 dz, C:={z€C; |z—2i| =1},

(3) — j{ 4 >0
— ¢ ——dz
2mi ) 2(z2+1) 7 ’

wobei C' ein Rechteck mit den Ecken 1 + 24, —1 £ 27 ist.

o 2
Beispiel 2.6.15 Berechnen Sie / Y g
Jo 1+t
Beispiel 2.6.16 Beweisen Sie
(1) / c — dx = 2mie” a>0, Reb>0,
x—1
(2)/ ¢ —dx = 0; a>0, Reb>0.
x +1b

—00
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Beispiel 2.6.17 Beweisen Sie

2m
coS 3 s

/ 5 —4cosp 12

, » .
o : ; e¥4+e™ 24z
Hinweis: Setzen Sie z := €' und cos ¢ = =

2 2
Beispiel 2.6.18 Beweisen Sie
| .
fm [ REED )
R—00 22 +1
I'r

wobei der Integrationsweg I'r in der Abb. 2.1 dargestellt ist.

Abbildung 2.1: Der Integrationsweg I'g

Beispiel 2.6.19 Es ist zu zeigen

[e.e]

1 2
/n(aj ) dr =m In2.
2?2 +1
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(a) Zeigen Sie zuerst, daf§ fiir den Hauptzweig der Logarithmusfunktion die
Identitat

In(z>+1)=In(i+2)+In(i —2) —in
gilt.

(b) Betrachten Sie, siehe Abb. 2.2 fiir C,

| :
j{ n(2z+z)dz
22+ 1

und beniitzen Sie das Ergebnis von Beispiel 2.6.18.

Abbildung 2.2: Der Integrationsweg C'

Beispiel 2.6.20 Berechnen Sie

Hinweis: Integrieren Sie 7{ €_dz iiber die in Abb. 2.3 dargestellten Kurve C' und
c

z
lassen Sie anschliefend R — oo und € — 0 streben.
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Abbildung 2.3: Der Integrationsweg C'

Beispiel 2.6.21 Beweisen Sie den Satz vom logarithmischen Residuum:

Satz: Die Funktion f(z) sei in einem beschrinkten Gebiet G C C differenzierbar
mit Ausnahme endlich vieler Polstellen im Inneren von G. Dann gilt

— fci(mf(z))dz:fjml—fjmk,

271
roc =1 k=1

wobei n die Anzahl der Nullstellen innerhalb von G mit den Vielfachheiten my,
1 <1 <mn, und p die Anzahl der Pole innerhalb von G mit den Ordnungen 1y,
Wie lautet die Formel, falls m; = my =1, VI, k gilt?

Hinweis: Beispiel 2.6.5.

Beispiel 2.6.22 Berechnen Sie
2
COS NY

dop, e(—1,1),
/ 1+ 2acos ¢ + a? 7 ael )

fir allen =0,1,2,....

Hinweis: Residuensatz in geeigneter Weise verwenden.
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T
Beispiel 2.6.23 Berechnen Sie O/szQ)Qd:c.
2 1

Beispiel 2.6.24 Berechnen Sie / dt, a>0b>0.

/ (a + bcost)?

Beispiel 2.6.25 Mit Hilfe des Residuensatzes berechnen Sie

T dr T odr
/ - und / .
~ 6 +1 / 6 +1

indem Sie zuerst das folgende Integral untersuchen

j{ dz
2641
C

Wihlen Sie C wie in Abb. 2.2.

Hinweis: Die Regel von de I'Hospital gilt auch im Komplexen.

2.7 Konforme Abbildungen und harmonische

Funktionen
Beispiel 2.7.1 Unter welchen Voraussetzungen ist die bilineare Abbildung
az+b
w(z) rd ? €

(a) eine analytische Abbildung bzw.
(b) eine konforme Abbildung? Geben Sie den Bildbereich an.

(c) Betrachten Sie w : Coy — €y mit Cy := C U {o0}. Ist diese Abbildung
bijektiv?

Beispiel 2.7.2 Geben

Sie eine Abbildung w(z) an, die das Gebiet {z € C; |z| > 1} konform auf das
Gebiet {z € C; |} —argz| < §} abbildet.

Hinweis: Bilden Sie zuerst {z € C; |z| > 1} auf die Halbebene Re z > 0 konform
ab.
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Beispiel 2.7.3 Gegeben sei
u(z,y) = e “(rsiny — ycosy).
(a) Zeigen Sie, daB
Pu  u

922 o2
gilt, d.h., u(z,y) harmonisch ist.

=0, VY(z,y) € R?

(b) Finden Sie ein v(z,y), sodal f(z) = f(x,y) := u + v analytisch ist.

Beispiel 2.7.4 (a) Beweisen Sie: Ist 2, ein fixer Punkt im oberen Teil der
GaufB’schen Zahlenebene (Im zy > 0), so bildet die Transformation

w(z) = e (

die obere Hilfte der Gauf3’schen Zahlenebene auf das Innere des Einheits-
kreises ab.

zZ— 20

), 60 € R

Z— 2

(b) Geben Sie eine bilineare Abbildung an, die die obere Hélfte der Gauf’schen
Zahlenebene auf das Innere des Einheitskreises abbildet und fiir die

w(i) =0, w(oo) = —1

gilt.

Beispiel 2.7.5 (a) Zeigen Sie, daBl f(z) = f(z,y) = 2* — y* + 2y harmonisch
ist.

(b) Zeigen Sie, daB die Funktion f aus (a) harmonisch in der w—-Ebene unter
der Transformation z = w? ist.

Hinweis: Es ist zu zeigen, dafl mit f(u,v) = f(w?),

*f  0*f 2
w"—w—o, V(U,U)EIR

gilt.

Beispiel 2.7.6 Gegeben sei ¢(z) = ¢(x,y). Durch die Transformation f(z) =
f(z +1iy) = u+iv = w geht das Paar (z,y) in das Paar (u,v) und die Funktion
o(x,y) in p(x(u,v),y(u,v)) tber. Zeigen Sie

2o 0%p

P 0%
Ox? + oy? £()l <8u2 + 8v2> ’

falls f analytisch und f’(z) # 0 ist.
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Beispiel 2.7.7 Zeigen Sie, dafl die Funktinen u und v,
u+iv =In(z — a), z e C\{a}, aeR

harmonisch sind. Dabei bezeichnet ,In“ den Hauptzweig der Logarithmusfunkti-
on.

Die folgenden Beispiele 2.7.8 — 2.7.11 beschéftigen sich mit der Losung des Di-
richlet—Problems. Deshalb wiederholen wir hier zwei wichtige Aussagen, die wir
benotigen, um diese Aufgaben zu 16sen.

Das Dirichlet—Problem auf dem Einheitskreis. Die Formel von Poisson.

Es sei BUOJB der Einheitskreis. Eine Funktion, die im Inneren des Kreises B har-
monisch ist und auf dem Rand 0B die vorgeschriebenen Werte ug(p), ¢ € [0, 27]
annimmt, ist durch

2m
_ L (1 —72) ug(n) dn
27 ) 1 —2rcos(n—)+r?

u(r, @) (2.1)

gegeben. Ist ug(n) € C[0,27], so ist u € C(BUJIB).

Das Dirichlet—Problem auf der Halbebene.

Eine Funktion, die in der oberen Halbebene, y = Im z > 0, harmonisch ist und
auf der z—Achse die vorgeschriebenen Werte uy(z), x € (—00, 00), annimmt, ist
durch

L7 yuo(n)dn
u(z,y) = — [o Ry p——" (2.2)

gegeben.
Beispiel 2.7.8 Finden Sie die Losung des folgenden Dirichlet—Problems:
Au(z,y) = 0, V(r,y) € R*>mity >0,

1, x>0,
u(z,0) :=ug(x) = { 0 <0,

Hinweis: Wenden Sie die Formel (2.2) an oder iiberlegen Sie direkt.
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Beispiel 2.7.9 Losen Sie das Randwertproblem

Au(r,y) = 0, V(r,y) € R*mity >0,
To, X < —1,
u(z,0) :=up(x) = T, —l<z<l,
T2, T >1,

wobei 7y, 71, T2 gegebene Konstanten sind.

Beispiel 2.7.10 Finden Sie die Losung u(r, ¢) des Dirichlet—Problems auf dem
Einheitskreis, mit der Randbedingung

1, 0<p<m,
0, < <2,

u(L, 9) = uolp) = {

indem Sie den Einheitskreis konform auf die obere Halbebene abbilden, vgl. Bei-
spiel 2.7.4(b), und Aufgabe 2.7.8 beniitzen.

Beispiel 2.7.11 (a) Zeigen Sie, dafl die Funktion

2 2r si
u(r,<p)—7ra1rctan(fiﬁf)7 0<r<l1, 0<¢p<2nm,

im Inneren des Kreises harmonisch ist.

(b) Zeigen Sie

{ 1, 0<p<m,

lim u(r, @) == u(l,¢) = -1 T < <2m.

r—1_

(c) Konnen Sie den obigen Ausdruck fiir u(r, ¢) aus der Poisson’schen Formel
(2.1) herleiten?

Hinweis: Es gilt

/ do 2 . (a —b) tan § N .
= arctan | —————2 const.
a+bcosa a2 — b2 a? — b? 7

falls a® > b2, a,b € R.




Kapitel 3

Integraltransformationen

3.1 Laplace—Transformation

Beispiel 3.1.1 Bestimmen Sie die Laplace-Transformierten folgender Funktio-
nen:

(1) exp(wz)f(z),

(2) f?(x), wobei f Losung des Anfangswertproblems f/(z) = f?(z) + e ™%,
f(0) =1 ist.

Hinweis: Unter (1) und (2) ist gemeint, dal das Ergebnis auf die Laplace—
Transformierte p(s) = L[f(x)] von f zuriickgefiihrt ist.

Beispiel 3.1.2 Berechnen Sie
(1) L]%e™](s),
(2) L[e **sin4z](s),
(3) L[e* coshbz](s),
(4) L[e *(3cos6xr — 5sin6x)](s).

Hinweis: Beispiel 3.1.1(1).

43
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Beispiel 3.1.3 Berechnen Sie

Lt {321—3] (),

2. £ L;z] (2),

Hinweis: Beweisen Sie zuerst

_ 1253

Hinweis: Satz von Borel.

Beispiel 3.1.4 Berechnen Sie

3s+7
52 — 25—3] (z),

6s — 4 }( )
52 — 45+ 20 v

1. £t [
2. L7} [

Beispiel 3.1.5 Berechnen Sie

+1
L || (2).
[(32 + 25 + 2)2] (z)
Hinweis: Finden Sie ein ¢(s) mit

d s+1

&) T st ae

und verwenden Sie die Formel

< Llg()](s) = ~Llrg(@)](s).

Beispiel 3.1.6 Berechnen Sie

()]0
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Hinweis: Finden Sie ein ¢(0) mit

o0

/ p(o)do =1n(s+2) —In(s+ 1)

s

und verwenden Sie die Formel

Zc (9())(0)do = £ [9”] (5).

Beispiel 3.1.7 Losen Sie mit Hilfe der Laplace—Transformation das Randwert-
problem

u(z) — 3u/(x) + 2u(x) = 4e**, u(0) = =3, 4/(0) =5.

Beispiel 3.1.8 Losen Sie das Anfangswertproblem

yi(z) = =17y (x) + 20y2(z) + 3,
yp(x) = 3yi(x) — 6ya(z),
y1(0) = 40,  y9(0) = 20,

mit Hilfe der Laplace—Transformation.

Beispiel 3.1.9 Losen Sie die folgende partielle Differentialgleichung mit Hilfe
der Laplace—Transformation:

Gesucht ist diejenige Funktion u(z,t), die

ou Ou
2 _— = —— — = —3z
5 = B u, u(z,0) = 6e

erfiillt und die fiir alle t >0, x>0 beschrinkt bleibt.

Hinweis: Ahnlich wie man viele gewohnliche Differentialgleichungen mittels La-
place-Transformation auf algebraische Gleichungen zuriickfithren kann, lassen
sich gewisse partielle Differentialgleichungen auf gewhnliche Differentialgleichun-
gen reduzieren. In dem vorliegenden Beispiel denkt man sich die Gleichung fiir
jedes feste x beziiglich ¢ transformiert.
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3.2 Fourier—Transformation

Beispiel 3.2.1 Stellen Sie die Funktion f(x) := exp(—alz|), x € R; a > 0,
mittels ihres Fourier—Integrals

o [e.o]

f(z) = /a(w) cos(wz) dw + /b(w) sin(wz) dw

0

dar.

Hinweis: Zweimal partiell integrieren.

Beispiel 3.2.2 Berechnen Sie die Fourier-Transformierte von

L, |z|] <a,
f(x) = %, |z| = a,
0, |z|>a,
a fest im R,
Beispiel 3.2.3 Berechnen Sie
/ sin(wa) cos(wz) Jr
w

Hinweis: Beispiel 3.2.2.

Beispiel 3.2.4 (a) Geben Sie die Fourier-Cosinus—Transformierte von

flxy=e"P* B3>0
an.

(b) Mit Hilfe von (a) zeigen Sie

Oocos(ﬁv) T 4
0/v2+a2dv:2ae , a>0, [/>0.

Beispiel 3.2.5 Losen Sie die Integralgleichung

l—w, 0w,
0, w>1,

07 f(@) sin(wa) do = {

nach f(z) auf.
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Beispiel 3.2.6 Gegeben seien die Funktionen g(x) und r(x) und ihre Fourier—
Transformierten G(w) und R(w). Losen Sie die Integralgleichung

y(@) = g(a)+ [ y()r@—v)do (3.1)

nach y(x) auf.

Beispiel 3.2.7 Berechnen Sie y(z) aus der Integralgleichung

7 ( y(wyde 1

= , 0<a<hb.
r—v)2+a® 22+0b “

Beispiel 3.2.8 Berechnen Sie die Inverse Fourier—Transformierte von

e, Rew >0,
Klw,y) = { eV, Rew <0,

wobei y ein positiver reeller Parameter ist.

Beispiel 3.2.9 Leiten Sie die Poisson’sche Formel fiir die obere Halbebene her,
indem Sie mit Hilfe der Fourier-Transformation die Randwertaufgabe

u(z,y) N u(x,y)
0x? Oy?
u(z,0) = ug(x),

=0, —co<xr<o0o, y=>0,

u(z,y)| < const., V(z,y)
16sen.

Hinweis: Von der Fourier-Transformierten p(w,y) := F [u(z,y)] (w), wobei y ein
Parameter und = die Variable in Bezug auf F ist, setzen Sie voraus, daf} sie fiir
grofle Werte von y beschréankt ist. Beniitzen Sie auch das Ergebnis von Beispiel
3.2.8.

Beispiel 3.2.10 Losen Sie das Randwertproblem
Puz,y)  Oulzy)

92 By =0, —x<zr<oo, y=>0
fiir
uy, <0,
0) =
u(,0) { ug, x> 0.

Hinweis: Beispiel 3.2.9.



Kapitel 4

Normierte Riaume, Hilbertriume,
Fourierreihen

4.1 Metrische Riaume

Losung 4.1.1 Es bezeichne ds(z,y) den euklidischen Abstand von x und y. Zu
zeigen sind die Metrikeigenschaften:

(1) d(w,y) 20, d(z,y) =02 =y, YayecR
1. Fall: z,y liegen auf einer Geraden durch xg;

d(l’,y) = d2(l’,y)20
dz,y) = 0&dy(z,y) =0&2=1y

2. Fall: x,y liegen nicht auf einer Geraden durch z;

d(z,y) = do(z,20)+da(y,x0) >0
>0 >0

d(z,y) = 0&dy(z,20) =do(y,20) =02 =y = .

Die Punkte z, y liegen also doch auf einer Geraden durch z, sogar auf
jeder Geraden.

(2) d(z,y) =d(y,z), Yz,y € R?

1. Fall: z,y liegen auf einer Geraden durch xy;

d(ZL’,y) = dQ(xvy) = dg(y,l‘) = d(?/ax)

48
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2. Fall: x,y liegen nicht auf einer Geraden durch xg;
d(gjv y) - dg(flf, l’o) + d?(y7 $0) = d<y7 QZ’)

(3) d(w,y) +d(y,2) 2 d(w,2), Va,y,z€R’

1. Fall: x,y, z liegen auf einer Geraden durch xzg;
d(ZL‘, Z) = dQ(xa Z) < dQ(xvy) + dQ(yv Z) = d(l‘, y) + d(y7 Z)

2. Fall: x,y liegen auf einer Geraden durch g, aber z liegt nicht drauf;

d(z,y) +d(y,z) =da(x,y) + da(y, x0) +d2(z, 20) >

>
> dg(fﬂ,i[)o)‘Fdz(Z',l’o) :d(x,z)

3. Fall: x, z liegen auf einer Geraden durch x(, aber y liegt nicht drauf;

d(ﬂ% y) + d(% Z) dz(% 950) + dz(y, 96’0) + dz(y, 96’0) + dz(Z, 1130) >

> do(w,m0) + da(z,20) = do(z,2) = d(z, 2)
4. Fall: Kein Paar von Punkten aus z, y, z liegt auf einer Geraden durch x;

d(x,y) +d(y, 2) do(x, ) + do(y, o) + dao(y, x0) + da(2, 20) >

> do(x, o) + da(2, ) = da(z,2) = d(z, 2).

O
Losung 4.1.2 1. Die Kugeln der euklidischen Metrik sehen alle &hnlich aus
(vgl. Abb. 4.1).
2. Dies gilt auch fiir die Summenmetrik (vgl. Abb. 4.2).

3. Die Kugeln der diskreten Metrik sind sehr einfach, da

() (6} o) e

gilt. Also

(o) G e () ()

4. Wir nehmen an, daf} ,, Paris“ im Ursprung liegt. Wenn der Mittelpunkt der
Kugel ,,Paris“ ist, sehen die Kugeln aus, wie bei der euklidischen Metrik,

siche U; und Uy mit g = (8).
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Abbildung 4.1: Die Kugeln der euklidischen Metrik

Abbildung 4.2: Die Kugeln der Betragssummen—Metrik
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Abbildung 4.3: Die Kugeln der Metrik des franzosischen Eisenbahnsystems

Doch ist der Mittelpunkt der Kugel nicht ,,Paris“, so sehen die Kugeln
anders aus. Ist der Abstand Mittelpunkt—, Paris“ grofier oder gleich dem
Kugelradius, so entartet die Kugel zu einer Strecke, siehe U, ((8)) in Abb.
4.3.

Definiert man die Norm von z als
[z]| == da(z,0),
so ist die Eigenschaft
M| = Al [Jz]], YA€R undzeR?

nicht erfiillt. Gegenbeispiel:
Es sei x = (1) und A = 2. Dann ist

OO

Jede Norm definiert zwar eine Metrik, vgl. Skriptum, aber nicht umgekehrt!

Losung 4.1.3 1. Untersuchung von {Xe,} N
Die Folge konvergiert in beiden Metriken gegen die konstante Folge
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(0), . = (0,0,0,..):
e (ont) = gl Ge), - 0

1 1
= ‘_0:<€ firn > —,
n n

€
1 = 1/1
“fot) - £l

11 1
= ‘—0‘:<€ firn > —.
n! nn! €

2. Untersuchung von {e,}, _N:
Die Folge konvergiert beziiglich d, nicht, aber beziiglich d’" gegen (0), /-
Die Folge {e,}, N konvergiert nicht beziiglich d.,, da sie keine Cauchy—
Folge ist:

nkelN, n#k =

doo (nser) = sup |(€n)m — (ex)m| =
melN
= Sup((O,...,O,\—/_l/,O,...,O,\l/,O,...)) =1,
k—te n—te
Stelle

d.h., dw(en, ex) wird nicht beliebig klein.
Die Folge {e, }, N konvergiert gegen 0 beziiglich d':

d (e,,0) = i; —(0),] =

1 1 1
= —|]1—0\ <€ firn > —.
€

3. Untersuchung von {nle,} _N:
Die Folge konvergiert beziiglich keiner der beiden Metriken, da keine
Cauchy-Folge vorliegt. Beziiglich dw, ist {n!e,}, N sogar unbeschrinkt.

de (Nlen, kley) = sup |(nle,),, — (Klek), | =
melN

= sup((0,...,0,—kL0,...,0,n!,0,...)) =
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= max(nl, k!),
wird also sehr grofi!
> 1
d (nley, kler) = > —|(nley),, — (Klek),| =
= ml
1 1
nl = 0] — +10—K| 5 =1+1=2
Losung 4.1.4 d(z,y) >0, Va,y € R"; doo(z,y) =0z =1y
Es seien x,y, z beliebig im IR", dann gilt:
doo(z,y) = max (|x1 — w1, .., |Tn — yn|) >0,
da |z —ye| >0, V1 <k <n.
doo(z,y) =0 < max(|z1 —wil,.- -, |Tn —yn]|) = 0=
|z, — el =0, V1<k<ne&e
Tr=1yYs, VI<k<nszxz=y.
doo(w,y) = do(y, ¥), Yo,y € R™
Es seien x,y beliebig im IR", dann gilt:
dOO('Tuy> = max(|a:1 - ylla SRR ’xn - yn|) =
= max (jy1 — 21|, -+, [Yn — Tn|) = doo(y, x).
doo(T,y) + doo(y, 2) > doo(, 2), Va,y,2 € R™
Es seien x,y, z beliebig im IR", dann gilt:
doo(z,y) + doo(y, 2) = max(|zy — 1], |20 —ynl) +
+ max(|y1 - Zl‘a ) |yn - Zn’) 2
> max (lz1 —yi| + [yr — 21l, - [T — Yal + |yn — 20]) >
>y —21] >|xn—2n|
> max(|z1 — 21, ..., [T — 20]) = doo(2, 2).

Losung 4.1.5 Die Metrikeigenschaften d'(z,y) > 0,Vz,y;d' (z,y) =0z =y
und d'(z,y) = d'(y,z), Y,y sind offensichtlich erfiillt. Fiir die Dreiecksunglei-

chung betrachte man die Abbildung

,  R"-RT,
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die monoton wachsend (differenzieren) ist.
Sei s =d(z,y), t =d(y, z) und u = d(z, 2), so ist zu zeigen

S t U

d d =
@) +d 09 = T T 2 o

=d(z,2), Vz,y,z.

Es gilt

S t s+1t+ st st

+ + >
1+s 1+t l1+s+t+st 1+s+t+ st

s+t+ st S U
l4+s+t+st  1+u’

da s+t > w und damit s + ¢+ st > u, d.h., d'(z,y) ist eine Metrik.

Aquivalenz:

1. d(z,y) > d(z,y), Yo,y = Ug(xo) - Ug/(azo), Vo € R",Vz € X; also
enthélt jede d'—Kugel eine d-Kugel.

2. Sei U g(:vo) eine d-Kugel, dann gilt

U%_(zo) C Ug(xo),

1+o

und damit ist d dquivalent zu d':

, 0 d(x,xo) 0
e U4, = d'(r,20) < & < =
7€ Ui loo) = dlemo) S o O T i w) S T4 o

d(z,z0) < 0, wegen der Monotonie von v — - =

z € Ul(wo).

Losung 4.1.6  (a) Wir betrachten die Menge A = Q N[0, 1].
RdA=1[0,1] # Rd(Rd A) = Rd([0,1]) = {0,1}.
Die Aussage gilt nicht, weil A keine inneren Punkte hat, A° = ().

(b) Wir zeigen Rd (A) = Rd A. Dazu beniitzen wir folgende Aussage:

r € RAM < in jeder offenen Umgebung von x liegen Punkte

y1 € M°und yo € (M)°.
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z € Rd A, U offene Umgebung von z < in U liegen Punkte y; € A° = (A)°

und yp € (A)° = (A)°=x € Rd(A). 0

Wir zeigen RdA = Rd A. Es gilt RdA C Rd A.

Es sei # € RdA. Dann ist z ein Beriihrungspunkt von Rd A. Nach der
Definition ist Rd A = A\ A° mit A° C A.

Angenommen = ¢ RdA < x € A°, d.h., 3 eine offene Ungebung U von z,
die ganz in A° liegt (< UN Rd A = (). Dies ist aber ein Widerspruch zu ,,z
ist Berithrungspunkt von Rd A“. Folglich ist = ¢ Rd A falsch und x € Rd A
gilt. Dann ist aber Rd A C Rd A und Rd A = Rd A.

Wir kénnen auch dquivalenterweise den Rd A als RdA = (A°)°\(A)¢ mit

(A)¢ C (A°)¢ definieren. In diesem Fall ist die Argumentation mit Hilfe der

aufleren Punkte (A)°¢ analog. O

(c) Wir betrachten A =QnN[0,1]. A°=0 = Ae=0=# (A)°=(0,1).

Losung 4.1.7 Es sei zg € [0, 1]. Wir zeigen, dal f im Punkt z stetig ist, d.h.,
Ve>0 3d(e) >0 mit

Vo, |r—zo| <0 = |f(x)— f(zo)| <e.

Beweis:
|f(x) = flzo)| = [f(z) = falz) + fu(z) = fal20) + fulzo) — f(z0)| <
< |f@) = fol@)] + [ fa(@) = ful@o)[+ | falzo) — flao)| <e.
<35 <5 <5
fir va>N (%) fiir v z mit fiir va>N(%)
|z —zq| <o
wegen der glm. wegen der wegen der glm.
Konvergenz von fn, Stetigkeit von fy, Konvergenz von fy,

Losung 4.1.8 / Fr)dt = ful@) — f,(0), Vzel0,l] =
0

n—oo

lim [ fo0dt = [ g(t)dt = G@) = G(O0) = f(z) = f(0) =
’ T ’ T 3G(z) in C[0,1], da g(t) stetig

wegen der glm. Konvergenz

= fin C'0,1] und g(z) = f'(x), V. O
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4.2 Banachriume, L’-Riume

Losung 4.2.1 Siehe Abbildungen 4.4, 4.5 und 4.6.

Abbildung 4.4: Einheitssphéren bzgl. der || - ||;~Norm fiir n =2 und n =3
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Abbildung 4.5: Einheitssphéren bzgl. der || - ||o-Norm fiir n =2 und n =3

Losung 4.2.2 || - ||1,]| - ||2: Nach dem allgemeinen Resultat aus dem Skriptum
folgt sofort mit p = 2

lzll2 < fllly < v/nllz(l2.

Zur Ubung fithren wir den Beweis durch:

N|=

<§: |$i|2>; < (i 2] - Enj |~”Uz"> =

i=1 =1 =1

- Yl = (3 1)§ > mr?)é -

i=1 =1

Cauchy—Schwarz’sche Ungleichung

- v (3 w)%@

i=1
llzll2 < ll2lls < Vnllz|l2
[ s [ Hoe:
1
n ) 5
max |z;| < <Z || ) < \/ﬁlr%ag; |z;| &

1<i<
=t=n i=1

2]l < [l2ll2 < Vnll2||o
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Abbildung 4.6: Einheitssphéren bzgl. der || - ||ooc—Norm fiir n = 2 und n = 3

[| - []1,]] - ||oo: Auch hier folgt das Resultat aus der allgemeinen Aussage. Man
rechnet das Ergebnis auch sehr leicht nach:

n
112%%1 |z;| < ; lz;| < "112?5% |z;| <

|2lloe < ffls < nffa]]o0
Losung 4.2.3 (a) Da die Matrix A eine lineare Abbildung A : IR?* — IR? ist,
sind die Bilder von Geraden wieder Gerade. Beziiglich der ||-||;—und ||-||oo—

Norm geniigt es deshalb, die Bilder von drei Ecken der Einheitssphére unter
A zu finden (Abb. 4.7).

Das Bild des Einheitskreises ist eine Ellipse. Man findet die Langen der
Halbachsen und die Winkel, die sie mit der z—Achse schliefen, indem man
die folgende Min-Max Aufgabe 16st:

)~ A () (o) + ) — Min Max, 0<p <o
us(p)) T \sing

(b) Wir zeigen zuerst, dafl ||Al|o < max Zl |la;;| gilt.
<isn =

Es sei x € IR™. Dann ist

n n
|Az||e = max JZ::I |agjz;| < max (; |a] - max \$j|) =
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a1 = A () 1=A() e =A%), 21017
ay = A(}) =A(}) e =A(527), o = 2.588
0
@ =A () - A( )
1Al =3 Al = 2.5 [14]l2 = 2.56
Abbildung 4.7: Die Normen || - [[1,[| - [loc und [| - [|> fiir die lineare Abbildung

A: R*— R?
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n

- (m > m-\) lol oo

lAll = max || Az]] < max Z 4.

[|#]|oo=1
Das bedeutet, dafl die maximale Streckung der Vektoren der Einheitssphére,
l|z]|oo = 1, und damit || A||s, nicht grofer als max Z la;;| ist. Nennen wir

1o jene Zeile von A fiir die Z la,;| = max Z la;;| gilt.
7=1

Wir konstruieren nun ein 2° € IR", so dafl ||A||oo = ||A2?|| gilt, nimlich

1 falls a;,; >0
0.__ ) 0] = o .
T; = { 1 falls aiZj <0 = Qi T = |aiy], V1 < j <n.
n
Damit existiert ein 2° € R" mit ||A|e = [[A42°]|0c = D |ai;|, das Maxi-
j=1
mum wird angenommen und es folgt (1.1).

Losung 4.2.4 Es seien 71,29 € S = ||z1|| < 1, ||z2f] < 1;

telo,1]: (1 —=t)zq +taa]] < |1 —t] [|zo|| +[E] [|z2f] < A=) +t=1. O
<1 <1

Losung 4.2.5 (a) Der punktweise Grenzwert der Folge ist, siche Abb. 4.8,

. {Qfm0§x<L
Tr =

li "=
%t 1, firz=1.

n—oo

(1) «* € L2[0,1] /(ﬁ)2 dp =0 < o0,

$2n+1

2n+1

L 1
o 2n+1

1
(2) Vn,z" € L*0,1] : / " dy = < 00,
0

1

(3) lim [|2" — =z ||L2—nhm /|x — P du = Jim /xQ”d,u:

n—00
0

$2n+1 1 . 1

= lim =
g "o 2n41

= lim
n—oo 2n + 1

Y

d.h., die Folge konvergiert in L*([0,1]) gegen x*.
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Abbildung 4.8: Die Funktion x* aus Beispiel 4.2.5 und zwei Funktionen der Folge
{fn},cIN aus Beispiel 4.2.6

(b) (1) Sein € IN fest:

[e.e]
[e.o]

1allsr = [ 1faldi = [ /e = =™ —n< o0 =
0
0 0

fn € L'([0,0¢]), ¥n € N, n fest.

(2) Es sei z fest. Dann ist der punktweise Grenzwert von {f.} N,
lim fo(z) =1= f*(z) ¢ L'([0,00)),

d.h., der punktweise Grenzwert von { f,}, N liegt nicht in L'([0, 00)).
Wir zeigen noch, dal diese Folge keine Cauchy—-Folge ist und somit
nicht in L'([0, 00)) konvergieren kann: 0.B.d.A. sein >m =

o0

an—meLl = /‘fn_fm’d,u:/ <€7m/n—€7z/m> dx =
0 0

=n—-m>1, Vn#m=
0

= —ne M pme/m

{fn},cIN keine Cauchy-Folge.

b
Losung 4.2.6  (a) (Cla, 0], || -[1), ||f||1=/ [f(@)]dz; a=-=2,b=2;
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Ist {fu}, N eine Cauchy-Folge?
Es sei n > m, vgl. Abb. 4.8. Dann ist

2 1/m
Ufa = falli= [ 1) = fu@lldr = [ [fule) = funlo)] dr < = &
-2 —-1/m <1,Vn,m

2 21 _ 2
| fo— finllh £ — <& Vn,m > N(e) mit N(e) := ’V—‘zé
m el T e
{fn},cIN ist eine Cauchy—Folge.

(b) (Cla, b [ [lso) s [Ifllse = sUPzepapy If(2)], @ = =2, b = 2; Es sei n > m.
Dann gilt

W fn = fullso = sup  |ful@) = fu(z)| =1 — % > 0.

z€[—2,2]

1
Fiir n = 2m gilt: 1 — m_ 5 und damit wird || f, — fin||eo nicht klein, d.h.,
n

{fn},eIN ist keine Cauchy-Folge beziiglich der || - ||o—Norm.

Losung 4.2.7 Es ist zu zeigen:
Ve >0 3dN(e) : Vn,m > N(e), ||z, — xal1 < e.

Es sei m > n. Dann sind die Funktionen z,,(t), z,(t) und |x,,(t) — x,(t)| wie in

der Abb. 4.9.

1
Zm — 2ol = /|xm(t)—xn(t)|dt:
—1

5 1<1 1 )<1 n>+1 2 ( )
—= . — _—— _— — . m —n) =
2\n n+m m 2 n+m

_ 2
- 2<m ”):2(1— n )
n-—+m m-+n

Wiéhlt man m = 2n, dann gilt

2 2
|Tm — xp]|1 = 2 (1 - 32) =3= const !
fiir beliebig groBe m und n. Die Folge ist keine Cauchy-Folge beziiglich der || - |-

Norm.
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Abbildung 4.9: Zwei Funktionen x,,(t) und x,(t) fir m > n.

Losung 4.2.8 Es sei m > n. Dann gilt

3\’—‘
S\H

Ji+ Lttt (\/t+ +/t+ )

2 1
CREYE

11
Ji+L o ft+l

IA

i (e )

Daraus folgt

lom = zally = /

0

p
dt <

1
\/t+ \/t—%

0

Variablentransformation: ¢t = 2, dt = % ergibt

) 17 1 ds
||$m —Ian < 7/—77/2; =
i :)

< / ! dt = 1/11dt.
p(t+ 1) Jo(t+ L) e
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n oo

P_q L1

2 2
/ s+1 Sp/2ds < n / 313/2 ds.
0 0

Das uneigentliche Integral existiert fiir 1 < p < 2 und daher ||z, —x, ], < n? vl

Da % — % < 0 ist, kann man den letzten Ausdruck, fiir entsprechend grofie n,

beliebig klein machen.

Losung 4.2.9 1. X ist ein linearer Vektorraum:

fi,fo € X = fi+ fr € Cl0,1] und (fi + f2)(0) = f1(0) + f2(0) =
feX, aeR=afeC0,1] und (af)(0) =« f(0) =

2. || - || ist eine Norm Vv

3. Wir wissen, daf8 (C[0,1], || - [|) ein Banachraum ist. Ist {f,(7)}, n eine
Cauchy-Folge in C0, 1], so gibt es ein f(z) € C[0, 1] mit

lin (@) = £(2) & lim [1fu— flloe =0,
Gilt noch f,(0) =0, Vn € IN, dann hat man

lim ||fn = flle = 0< lim max |fn( )— f(z)|=0<

n—oo n—oo 0<zx

lim |f,(z)— f(z)|=0, Vzel0,1].

n—oo

Esseiz=0=

lim [ £,(0) = f(0)] = [0 = f(0)] = 0= f(0) = 0. =

n—oo

Losung 4.2.10 Esist (M, ||-||) ein normierter Raum. Wir zeigen die Vollstandig-
keit:
Es sei {v,}, N eine Cauchy-Folge in M =

Ve>0 3IN(e): Vn,m>N(e) |lv,— vl <e.

Die Folge {Un}ne]N ist aber auch eine Cauchy-Folge in X und da X vollstdndig
ist, gibt es ein v € X mit

lim v, =v & hm ||on, — vm]| = 0.

n—oo
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Wir zeigen: v ist Grenzwert von {v,,}, v im Raum M, d.h.,

Ve >03M(e), sodaB ||v,, —v|| <e, Vm > M(e) :

fom =[] < [lom =val| + - [Jon =2[| <,
—_— ~——

<5, <5,
Vm,n>Mi(e) Vn>Msy(e)
{vm }ist {vn } konvergiert
Cauchy—Folge gegen v
Vm > max{M(e), My(e)}. Da M = M, liegt v in M. O

Loésung 4.2.11 1. Gegenbeispiel: Es sei f = 1 (# 0) und f € C'la,b] =
| f]| = 0, daher ist ||f]| := max, |f'(x)] keine Norm.

2. e fgeC0,1] =

If +9ll = max {[f(z)+g(z)] + [f'(z) + g'(x)|} <

a<z<b

< max {1f() + £/@)]} + ma {lgw) +g'(a)[} =

a<z<b

= |If1+llgll
e aclR, feC0,1] =
lafll = max {|a f(z)]+|a f(2)]} <

a<lzx<

< max {lallf@)] + lallf @)} = lallf]]
o FEC1L, IIfll = max (/@) +|f @)} =0
@ =1F@|=0 Yrelab = f) =0
T

Stetigkeit von f und f’ O

Lésung 4.2.12  (a) Der Raum (C'[a,b], || - ||1.00) ist ein Banachraum.

Beweis: Vollsténdigkeit: Sei {f,}, .y Cauchy-Folge in || - |[1 00 =
die Folgen f,, und f! sind Cauchy—Folgen in || - || =

fn — f gleichméBig und f — f gleichméfig =

f ist stetig differenzierbar und es gilt f' = g.

(b) Man sieht sofort, dafl mit der Folge etwas nicht stimmt, denn sie wére auch
ein Gegenbeispiel fiir den Raum (Cla,b], || - ||o0), von dem man wei}, dafl
er ein Banachraum ist.

Willi argumentiert zu oberflachlich:
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e Aus der punktweisen Konvergenz

x € [a,b] fest = lim (z—a)" = f*(z) = { 0, z¢€la,b),

nooo \b—a 1, ==0,

kann man nicht auf die Konvergenz beziiglich der || - ||oc—Norm schlie-
fen. Tatséchlich, gilt hier ! nicht
Tz —a\" N
(b - a) AR

e Diese Folge hat aber einen viel gravierenderen , Schonheitsfehler”. Sie

=0.

. * pr— 1
Jim {|fn = f*[leo = Jim  max

ist keine Cauchy—Folge beziiglich der || - ||o—Norm!
Wire {f,}, . eine Cauchy-Folge, so miifite gelten:

Ve IN(e): VYn,m>N(e) = ||fu— fulloo <&

EssecioBdA . m>n>1 =

(=) -(=2) |-

o — finlle = max

Es gilt
dlz)=0 <& x:a—i-(b—a)-(n)mn;

(rechnen Sie nach!) und damit ist

1= dulle= ()77 = (2)77]

Wiéhlen Sie m = 2n, dann folgt || f, — finlleo = 1/4, VM =2n> 2.
(]

Maja hat recht! Ubrigens ist (C"[a, b], || - ||s) tatséichlich kein Banachraum.

1(’5:2) — [*(x) ist nicht stetig auf [a,b] und damit ist ||f,, — f*||co nicht definiert.
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Losung 4.2.13 Wir definieren

1

F(2)(t) = f(t) + o / sin(t + 2(s)) ds.

0

Dann ist F' eine Abbildung von C[0, 1] auf sich selbst. Die Abschitzung
[F(x)(t) — Fa)(t2)] < [f(t) = ft2)| +
1
+ ol / | sin(ty + 2(s)) — sin(ta + 2(s))| ds <
0

< 1f(t) = fE)] + ol [t — te]

zeigt ndmlich, dal wegen der Stetigkeit von f auch F(z) stetig ist. Weiters gilt
1
|[F(21)(t) = Fz2)(t)] < ol / | sin(t + z1(s)) — sin(t + z2(s))[ ds <
0

1
< ol [ la1(s) = wa(s)l ds < Jol a1 — 22]l,
0

woraus
(1) = F(@2) oo < lo] 21 = 22l

folgt, und damit wegen |po| < 1, dal F' eine Kontraktion ist. Der Banach’sche
Fixpunktsatz liefert das gewiinschte Resultat.

Losung 4.2.14 Die Abbildung F : B — B, definiert durch F(z) = Kz + b ist
wegen
[E (1) = Fa2)l| = K (21 — z2)[| < [[K] [l — 22|

eine Kontraktion. Aus dem Banach’schen Fixpunktsatz folgt die Existenz und
Eindeutigkeit der Losung. Die Rekursion x,,,1 = F(z,) liefert fiir beliebige Wahl
von x( eine gegen die Losung konvergente Folge. Fiir die Wahl xy = b ist diese
Folge gegeben durch

T, = Z K7b.
§=0

Losung 4.2.15 Linearitét ist offensichtlich. Die Stetigkeit folgt aus

[f (@) = [2'(to)] < sup [z(t)] + sup |2/ ()] = [|z]|1,0c-
a<t<b a<t<b
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Losung 4.2.16 Linearitét ist offensichtlich. Die Stetigkeit folgt aus

a<t<b

@) < [le@lde < sup la(®)] [ dt = (b= a)|all.

Losung 4.2.17 L beschrinkt = ||Lo|lg < M |||y, VoeV =
||Lvy — Lus||y = ||L(v1 — o) ||l < M ||vg — wval|y < e fiir

[lor — vally < % =:0(¢) = L ist stetig.

L stetig. Angenommen L ist nicht beschrinkt =

El{vn}ne]N, v, € V mit ||Lv,|lg > nl|vallv,
Up
nlfonllv
Widerspruch zur Stetigkeit von . = L ist beschréankt. O

setze z, := = ||zn|lv — O aber ||Lz,||v > 1 =

Es sei L beschrankt und

L
IILllp == sup [|[Lv|ly = sup 120lly
llellv=1 lelv0 |[o]lv

M = inf{m e R: ||Lv|ly < ml|v||v}.
Zu zeigen ist M = ||L||p, siche Abb. 4.10.

Abbildung 4.10: Geometrische Interpretation der Zahlen ||L||g und M

l[Lollu
[lvllv

||L|| 5 ist die kleinste obere Schranke fiir , M ist die grofite untere Schranke

[ Lollu
vl

fiir die Zahlen m mit < m.
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Wir zeigen, dal M = ||L||p gilt:
1. ||Ll|lp < M :
M erfillt ||[Lvlly < M ||v|ly, VveV &
ey < A1, Yo eV, |lv]] £0«

llvllv

Lv
[IL||p = Supjpy|j.0 W <M & ||L||p < M.
2. ||Ll[p = M :

Ve>03Jp: ollu o pp oo

llvflv

sup [| Lol
[[v]I£0 o]y

||Ll|lg > M —¢, Ve>0< ||L||p> M.

>M-—-c&

O

Loésung 4.2.18 1. Die Abbildung D : (C'[a,b], || ||e) — (Cla, b],|] - ||0o) ist
linear aber

d
D(f) = =
(n=2;
ist nicht stetig.
(2
Gegenbeispiel: f,(z) := sin(n’z) € C'a,b].
n
Es gilt f,, — 0in || - ||oo, aber Df,(z) = n - cos(n?z) konvergiert nicht in

2. Die Abbildung D : (C'a,b],|| - |1.00) — (Cla,b],|| - ||oo) ist stetig, da sie
beschrankt ist. Es gilt:

1D flloe = I1Floe < 1+ (Il lloo + 11 Mloc) = [1f 111,00,

dhe, (1P a(ctiabik o) (Clab ) = 1-
Beweis: ||D]| <1 ist klar; daf§ ,=* gilt, folgt aus dem folgenden Beispiel:

sin nx cosnx
fn(‘r) - TL2 9 f’;},(aj> - n ) n E ]N
Fiir grofle n kann die Ungleichung
COSNT
IDfulloo = I flle = ax | — —| < M- (|| falloo + [ frlloo) =
_ o <max sin nx 4 max COSTZZE)
a<z<b n2 a<z<b n

fiir M < 1 nicht gelten = M = 1. O
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4.3 Hilbertraume

Losung 4.3.1 1. e (u,u) = T|us|* +3lug|* +4|uz|* >0, Vue €
>0 >0 >0

o (u,u) =0&|u1]? = |us)? = |uz]* =0 u=0.

° (u, U) = TuiUq + 3ugls + 4usvs = Tuv1 + 3Usve + 4TUsv3 =
= Tuviu; + 3o + 4vstus = (U, U), Vu, v € CB.

e Die Linearitét in (u,v) ist klar.

Damit ist (u,v) ein inneres Produkt.

2. Hierdurch wird kein inneres Produkt definiert, da

S\ (- 1
(( 3)( §>>:+0+3—25<0 gilt.
1 1 2

Ein Skalarprodukt miifite aber (u,u) > 0, Yu € € erfiillen.

3. Auch dies definiert kein inneres Produkt.
Gegenbeispiel: ug := (i,1,0)" =

(w0, ug) = ((i)(i)) =+ 124+ 02=—-1+1=0, uy #0!
0 0

Losung 4.3.2
110 Y1
(,y) = (v1,20,23) | 1 1 0 Yo | = (z1 + 22) (1 + y2) + 223y3 =
0 0 2 Ys

(z,2) = (71 + 22)% + 223

und mit z = (=1,1,0)" # 0 folgt (2, z) = 0. Deshalb ist (z,y) kein inneres Pro-
dukt.

Losung 4.3.3

a) Die Definitheit folgt aus
(z,2) = 225 + 23 + (21 — x3)°.

Die anderen Eigenschaften eines inneren Produktes sind offensichtlich auch
erfiillt.
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b) Fiir z € {(1,0,0)}* gilt
((1,0,0),x) = 3z — x5 = 0.

Eine Basis des dadurch bestimmten Unterraumes ist z. B. gegeben durch
{(0,1,0),(1,0,3)}.

Losung 4.3.4

1
2

Hmnzwbwﬁww) VD f € Lo Iflls < o0

(a) Wir zeigen zuerst: f,g € Loy = (f,9) < o0
Bewezs:

o0

< [Ver||[vegldr <

0

g(ﬁd%)(ﬂﬁ@)=Wh@h<m

0 0

(f,9) <I(f;9) =

@) f@)g(w)da

[N

Aus (f, f) = 0 folgt wegen der Stetigkeit von f, daf} f(z) = 0 ist. Die
restlichen Eigenschaften des inneren Produktes sind leicht zu beweisen. O

(b) f € Lioooys 9 € Loy = f+9€E Loy
Beweis:
f € Loy & || fll2 < 00, 9 € Loy < ||gllz <00 =

o0

f+9lli = /w(m) (f(z) + g(x))* dz =

o0

= /wfzdx+2/wfgda:+/w92dx§
0 0 0

< A+ 2111z lllz +1lgl17 < oo

—

(u,0) <[fullr [[ol|L

Losung 4.3.5 1. (u,av) = (av,u) =a(v,u) =a(v,u) =@ (u,v),
Yu,veV, ae (.
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2. (U,U1+U2) = (Ul +02au) = (?}17’&)"’(?}2,'&) = (U’7 U1)+(U,U2), vuvvh/UQ eV.
3. |ul| == 1/(u,u); Esist zu zeigen
o [[utvlf <llull +1]vll, Vu,veV,

o [Mull = A[[ul], VueV,VieC,
o |lul|=0u=0.

Beweis:

o lhu+ol] = yf{ww) + 2Re(ur,0) + (v,0) < (. w) + 2]l 1ol + (v.0)
Cauchy—Schwarz’sche Ungleichung
= |lull +[]oll, Vu,veV,

o |Mul] = /(hu, du) = AX(u,u) = N |lull, VueV, AeC,

o ||ul|=0=/(u,u) = (u,u) =0u=0. O

Losung 4.3.6 o eEMT, Y2 eEM' = Y1+ Y2 eM’

Beweis:

pweEM' & (y,r)=0, VreM
peEM' & (y,x)=0, VreM

(y1+y27$):<ylax)+<y27x) :Oa VwEM

T Linearitit von ()

eyc M, NeR = \ye M’
Beweis:
yEMT &(y,z)=0, VzeM=
Ay,z) =A(y,x) =0, Vze M.
T Linearitit von () (|

Losung 4.3.7 1. [z +yl* + |z —y|? = (e +y, 2 +y) +(r —y,z —y) =
=2(z,2) +2(y,y) =2[|z| + 2[lyl*, Vz,yeV O

1 2 1(+)
zZ— =\
2 y

2. = +2
Tty _m+y> B

2

r—y

1
:2(x—y,x—y)+2<z—

2
2 7T
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= 1) = 5(09) — S0+ 5(59) 4205 2) — (2,2) — (3.2)-
() = (229) + 5 (0 2) 5 @0) + 5(02) + ) =

2 2 2 2
=(z-zz-a)+-yz-y =|lz—z2F+]z—yl’, VayzeV. D
Losung 4.3.8 1. (=) Essei zly<(z,y) = 0. Zu zeigen ist

|z +ayl| > ||z]|, VaeC.
Beweis:

lz+ayl? = (z+ay,z+ay) =
= (z,2)+ (v,ay) + (ay,7) + (ay,ay) =
= ||z + @(z,y) + a(y,z) +oaly|]® =

=0, nach Voraussetzung

= |l2[l* + |l [ly]® > [lz]*, YVaeC«
—_———
>0
lz+ayl|* = ||l2]]*, YaeC.
(<) Essei||lz+ay|| > ||z]|, Ya € C. Es ist zu zeigen, da8 z Ly gilt.

Indirekter Beweis:

Wir nehmen an, dafl z Yy ist und zeigen, dafl dann ein g € C existiert,
mit ||w|| = ||z+ap y|| < ||x]|, was im Widerspruch zur Annahme steht.
Wir 16sen zuerst diese Aufgabe graphisch im IR?, vgl Abb. 4.11.

Man sieht sofort, dal fiir w := o + apy, |[|w|| < ||z|| gilt und fiir o
hat man dann

(z,y)
0=(w,y) = (z,y) +aoly,y) = ao=——70

(,9)

Kehren wir nun zum formalen Beweis (fiir beliebige innere Produkte)

zuriick.

o ()
Wir zeigen: Fiir o := Wy gilt ||z + agy|| < ||x]].
Y,y

|z + aoy||* = ||2]|* + a5 (,y) + ag (y, ) + apapl|y||* =

gl @) @y ) (@) e
= ll=l (y,y)( ) (y,y)< o)+ (v.y) (y,y) il
= ||z 2 (%,y) (:L‘,y) = ||z 2 |(5L‘7y)|2 T 2

>0
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Abbildung 4.11: Graphische Losung im R?

O

2. (=) Esseil zly<(z,y) = 0. Wir zeigen ||z + ayl|| = ||z — ayl|, Ya € C.

Iz + ayl? = (¢ + oy, + ay) = [|z|* + @ (z,y) + a (y, 2) +oally|]*

=0

|z — ay|]® = (z — ay,z — ay) = ||z|]* — @ (z,y) — a (y,z) +aal|y|]?

= ||z + ayl]* = [lo — ayll*,

=0

YVa e C.

(<) Indirekt: Angenommen z fy . Dann gibt es ein ap € C mit

lz + aoyll # [lz — a0 yl|-
Graphische Losung im IR?, vgl Abb. 4.11.

Beweis: Es sei ap 1= —
|z + aoyl|* = [|2|* —
|z — aoyl]® = |||]” +

= |l=I* +

und falls (z,y) # 0 ist |2 + agy||* # ||z — aoy]|*.

(z,9) :

W.y) Dann gilt
[(z,y)]>

lyll*
(y,2) (z,y) (v, 2) (@, 9) 12
(v, v) (=.9) + (v, v) v.2) + (v, 9) (v, 9) Il =
)l

[y |?
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Loésung 4.3.9 V = M + M+, x € V hat die eindeutige Darstellung

r=u4+v, ueM, ve M

P: VoM Q: V- 